DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir surveillé n°02
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice

1. €(f) estun sous-espace vectoriel de £ (E), car c’est le noyau de 'endomorphisme de .Z(F) définipar g — fg—gf.
Maintenant, si g et h sont deux éléments de €'(f), alors :

(gh)f = g(hf) = g(fh) = (9f)h = (fg)h = f(gh).

Par suite, gh € €(f).

2. Comme %(f) est stable par combinaison linéaire, alors il suffit de montrer ¥n € N, f" commute avec f pour déduire
que P(f) € €(f) pour tout P € K[X]. Or, une récurrence, assez simple, nous permet de voir que " f = ff".

3. Montrons que la famille (zq, (), ..., f* (o)) est libre. Si, pour des scalaires (ag, a, ..., an—1) € K", ona:

a0x04—a1f(x0)+—“.+—an_1f"_1(xo)::O.

Alors, en appliquant successivement f" 1, f"~2 . f a I'expression ci-dessus, on déduit successivement que ag =
ap=0=..=ap_1=0.
Par conséquent, cette famille est libre, comme elle est composée de n = dim(FE) vecteurs, c’est une base de E. En
conclusion, f est un endomorphisme cyclique.

4. On montre ce résultat par double inclusion.
e Soit g € €(f), alors comme (zq, f(20), ..., f**(20)) est une base de E, il existe un unique n-uplet (ag, ay, ..., an_1) €
K" tel que :

g(z0) = apwo + a1 f(xo) + ... + an_1 " (zo).

Comme ¢ commute avec f7, pour j € [0,n — 1], alors on déduit que :

n—1 n—1
9(fi(20)) = F(g(x0)) = f (Z ad’“) =" apfF T (f(0)) -
k=0 k=0
n—1
Les endomorphismes g et Z arf* coincident sur la base (o, f(z0), ..., f* !(x0)) de E. Par conséquent, g =
k=0
n—1
Z arf* et ainsi g € €(f).
k=0

e L’autre inclusion résulte immédiatement de la question 2. ci-dessus.

Probléme

Partie A
1. On peut vérifier facilement que fy est un endomorphisme de R?. La matrice canoniquement associée & fy s’écrit :

1 A1
AA_(Q )\—2>

Donc f) est bijective si, et seulement si, det(A) = —\ est non nul.
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2. Pour A #0,0na:
Iay)=@"y) & s+ (A -ly=a'et2z+(A-2y=y
e e=(2-1 "+(1 L) ety = 20— Ly
Tt )" A VYT Y
Donc fy ! est I'application, qui au point M de coordonnées (z,y), fait correspondre le point M’ de cordonnées
(2, y) telles que
2 1
Y (X4
C )G
;21
. . Lo X 1+20-1) A—-1+AN-1)(A-2) .
2 2 _ n

3. f) involutive est équivalent & A* = 5. Or A = <2 +2()—2) 20— 1)+ (A - 2)? . Donc f) est involu

tive si, et seulement si, A = 1.
4. fi est une symétrie, c’est la symétrie par rapport a la droite ker(f; — Idg2) = Vect(1, 1) parallélement a la droite

ker(f1 + Idgz) = Vect(0, 1).
Partie B
1. M(x,y) est un point invariant par fj si, et seulement si, fo(z,y) = (z,y) ou encore {; B y2 ~ ¥ Donc (0,0)

r—2y =y

est 'unique point invariant par fo.
2. Onalm(fo) ={(z—y,2(z —y) | (z,y) € R? } = Vect(1,2), c’est la droite d’équation A : y — 2z = 0. De plus,

vVt e R, f(t,2t) = (t — 2t,2(t — 2t)) = —(t, 2t), alors la droite A est globalement invariants par fj.

/ = — 2 = — — e
3. SiM(x,y) € A,onay=2xetdoncq T B .Donc OM" = kOM avec k = —1.
y =2x—2z)=-2x=—y

4. Si p est une projection et h est une homothétie de rapport «, alors si fo = p o h, on aura (x — y,2(x — y)) =

poh(z,y) = plazx,ay) = ap(z,y) et donc p(z,y) = — (z — y, 2(x — y)). On vérifie facilement que p*(z,y) =

«

-1

—p(x,y), donc 'homothétie de rapport @« = —1 convient. En conclusion, fy = p o h avec p la projection définie

par p(x,y) = (y — z,2(y — x)) et h 'homothétie de rapport -1.
Partie C
1 (a) Si(z,y) € Dy,ona fa(z,y) = (z+(A-1)(z+k),20+(A-2)(z+k)) = (\@+k)—k, \(z+k)—2k) = (', y)

avec y’' = 2’ — k, donc fy(x,y) € D). Comme f est bijective, alors f(D,) = D}.

(b) On vérifie par récurrence que, Vp € N, ffp(DA) = D) et fpr(D,\) = Di.

2. (a) Ona A; = fy(A4p) = (1,2). Sin est un entier supérieur ou égal a 2, on a:

SR(A0) = fr (f"H(A0) = (@n1+ A= Dyn—1,2201+ (A = 2)yn_1).

D’ou les relations :

= Tp— A—1Dyn—
(S) Vn > 2, Tn Tn 1+( )yn 1
Yn = 2Tp_1+ ()\ - z)yn—l
On obtient donc x,, — Yy, = —(Tp—1 — Yn—1) pour tout n € N, il s’agit donc d’une suite géométrique de raison

—1,douVn € N, z,, —yn = (0 — y0)(—1)" = (—1)" et donc x,, = y, + (—1)". En remplagant dans I'une
des relations de systéme (S), on obtient :

Vn € N*, yp = Ayn_1 + 2(—1)"_1.

Onay; = 2etys = 2)\ — 2 puis, par récurrence, ¥y, est un polynéme en A de degré n — 1.
(b) Sion pose y, = 2uy, (), on obtient uy,4+1(A\) = Auy(A) + (—1)" pour tout n € N.
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(c) D’apres la question précédente, on obtient les relations :

un(A) = A (Mun—a(A) + (=1)"7%) + (=1)" 7
= Ny o\ F A1) 24 (=)t
= A2 (Aun—s(\) + (=1)"73) £ A\(=1)" 2 + (=1)"
= Mu, s\ + A=) 4 A=) 2 4 (=)

X () XA A 4 (1)
= NN AT ()P A AD) T ()

On multipliant par A + 1, on trouve :

A+ Dup(N) = N A=) A2 ()2 4 4 A2 (=) 2 g A (1)
N D Ly (D LR G ) I S Y (R D L pEy i, DL
= A (—1)n
= A" (1)
Dong, si A # —1, u,(A) = )\7%_—’(__11)71
(d) SiA=—-1,u1(A) =1, uz(N) = =2, ug(\) = 3etVn € N¥,

wa(N) = (1) 4 (=1 (—1) 4 (1) = (1)
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