CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE n°3

Probleme 1
PARTIE I : PRELIMINAIRE
1. Si A n’est pas inversible, alors il existe un vecteur X =' (z1,z2,...,2,) non nul tel que (S) AX = 0.
Comme X est non nul, il existe i € [1,n] tel que z; # 0 et |z;| = max(|z1],|z2], ..., |zn]). La i-iéme

équation du systeme (S) s’écrit alors a;1z1 + aj2x2 + ... + aipzy, = 0 et donc |a;;||z;| < Z la;j||z;|, d’our:
J#i

Jasi| < lag]-
JF#i
Ceci montre le résultat demandé.

2. ) est une valeur propre de A si, et seulement si, la matrice A — AI,, est non inversible, et donc il existe

i € [1,n] tel que
Jasi — Al <> ).
JF
Les images des valeurs propres de A appartiennent a la réunion des cercles de centre a;; et de rayon
> lail.
JF

3. Soit x4(X) le polynéme caractéristique de A. Montrons par récurrence sur n que x4(X) = (—1)"P,(X).
Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai au rang n— 1, montrons le au rang n. En développant
par rapport a la premiere ligne, on aura :

-X 1 0 0
0 X 1 0 0
xa(X) = 0 0 =
X 1
—an  —p—1 e —ag —ap— X
—-X 1 0 0 1 —-X 0
0 -X 0 0 0 1 0
-X 0 0 - : : + (=1)"(=ay,) | O
. . _X 1 _X
—Ap—1 —Qp—2 e —an —al — X 0 0 0 1

et donc d’apreés I'hypothese de récurrence
xA(X) = —1X(-1)" N X" a1 X" 2+ dan 1)+ (=D, = (1) (X" +ar X" a1 X Fay).

Donc les racines de P, sont les valeurs propres de A, ainsi si A est une racine de F,,, la matrice A — AI,,
ne sera pas inversible et par conséquent 3i € [1,n] tel que

1, sil<i<n—1
|aii_>\|§2|aij|: Z|aij|, si 1=mn
J# J#i

Les images des zéros de P, appartiennent a la réunion de cercle unité € (0, 1) et le cercle ¢ (—al, T |> .
JF#i
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PARTIE II. ETUDE D'UN EXEMPLE

0O 0 O
1. OnaM—-Iz3=| b —b 0 |.Doncon peut vérifier facilement que rg(f — Id) = 2 et que Im(f — Id) =
0 b —b
1 0 1
Vect(ey,e3). D'autre part (M —1I3) | 1 | = 0 |,doncKer f = Vect(v) avecv = [ 1
1 0 1

La famille (v, e1, e2) est libre, donc les sous-espaces Ker (f — Id) et Im(f — Id) sont supplémentaires.

2. 1l est clair que Sp(M) = {1,a} avec la valeur propre a est d’ordre 1, donc M est digonalisable si, et
seulement si, dim(Ker (f — ald) = 2.
b 0 0
Or M —al3 = [ b 0 0 |,donc Ker (f —ald) = Vect(es) et dim(Ker (f —ald) = 1 < 2, ainsi
0 b 0
I'endorphisme f n’est pas diagonalisable.

3. Considérons la base B = (v, e1,e3) et soit T la matrice de f dans cette base, on a, f(v) = v, f(e1) =
aej + bes et f(e3) = aes, donc:

1
T=120

QO
QO O

0
Ona M = PTP~!etdonc pour toutn € N, M™ = PT"P~!. Calculons d’abord 7. Nous avons

(4 W) 2)=(32)+(2 )
(0)

On peut vérifier facilement que
n ak 0
N = < bka*—1 gk ) )

1 0 0
douTm”=1 0 a* 0 | et par conséquent
0 bka*—1 aoF
1 10 1 0 0 0 1 0
M'=1{10 0 0 d 0 1 -1 0
101 0 bka*—1 aF 0 —1

110 100 0 1 0 01 0
lim M*"=P lim T"P~'=|( 1 0 0 000 1 -1 0}l=1l010
nree nree 10 1 00 0 0 -1 1 01 0

PARTIE III : QUELQUES PROPRIETES DES MATRICES STOCHASTIQUES

1. Soient A = (aij)i<i,j<a €t B = (bij)1<i,j<a deux matrices stochastiques suivant les lignes. Notons C' =
(Cij)lgi,jgd le produit AB.

d n n d d d
On sait que ¢;; = ) ajbyj, doncc;j > 0. Deplus, Y cij = > > awakj = Y a <Z bk:j) = 1. Donc
k=1 j=1 j=1k=1 k=1 j=1

C = AB est bien stochastique suivant les lignes.

2. Si\ € Sp(P), alors P — \I; est non inversible et donc il existe i € [1,d] tel que |p;; — A| < Zpij =1—ay.
JF#i
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3. a) D’apres la question précédente il existe i € [1,d] tel que |pi;; — A|1 — a;;, et comme [|A| — pii| < 1—pys,
alors [A\| < 1.

b) IlestclairqueP| : | =] : |,doncl € Sp(P),doup(P)=1.
1 1

¢ Soit Q = P — I; et soit R la matrice carrée d’ordre d — 1 extraite de @) en supprimant la derniére
ligne et la derniére colonne :

ain —1 a2 ... ajgq-1
ag  agx—1 ... aggq1
R = . .
ag-11  Gd—-12 - (d—14-1

La matrice R = (74j)1<i j<d—1 est a diagonale strictement dominante, en effet, pour tout i € [1,d],

ona:
|rii| — Z rij| = las — 1] — Zaij = aiq > 0,
JFi J#i
donc elle est inversible et par conséquent rg(P — I) = d — 1, donc Ker (P — I;) = 1.

4. Soit A\ € Sp(P), alors il existe X = (z1,...,24) # 0 tel que PX = AX. On suppose A\ # 1 ( sinon la
question est triviale, s = 1). Soiti € [1,d] tel que |z;| = max, |zg|. L'égalité PX = AX conduit a

T
)\—a,-,- :Zaijw_j. (1)
i !

On en déduit que

J

1 —a; =N —ai < |A—aiu| < Zaij
J#i

T
z Szaij =1—aj
JFi

Les inégalités sont donc toutes des égalités. On a donc les conclusions suivantes :

e L'égalité 1 — a;; = | — aj;| montre que X est sur le cercle de centre a;; et de rayon 1 — a;;. Si a;; > 0
ce cercle est tangent intérieurement au cercle unité de C en 1. On aurait alors A = 1, ce qui est exclu.
On a donc nécessairement a;; = 0. Il en résulte que I'ensemble I = {j # i/a;; # 0} est non vide.

sz e 2 s g . Zj . A
e D’apres le cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire, les complexes aijﬁ pour j € I ont méme
K3

x;
que pour tout j € I, z; = ¢z;. En remplagant dans (1), on obtient :

argument. D’autre part, pour j € I, on a a;; = a;j, c'est-a-dire |z;| = |x;|. Soit donc § € R tel
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d
A= ¢ Zaij = ¢ Zaij = e,
JEI j=1

Ainsi, € = )\ et ; = A\z; pour tout j € I. On en déduit donc en particulier que si z; est composante
de X de module maximal, A\z; est aussi une composante de X de module maximal.

Soit maintenant m > 1 le nombre de coordonnées de X de module maximal. Donc parmi les m + 1
complexes x;, Az, \2x;, ..., "™ Lx;, qui sont tous des composantes de X de module maximal, il en a
nécessairement deux qui sont égaux. Il existe donc deux entiers r et ¢ (r < t) tels que \"z; = \'w; et
comme z; # 0,ona A =1lavecs=t—r.

5. Pour tout A € Sp(u), on pose Sy = {z € E/3In € N/(u — Xidg)"(z) = 0}.
Montrons le résultat intermédiaire suivant :
Soit X\ une valeur propre d’indice r.

a) Ker (u— Aldca)" = Sy
b) 1 est le plus petit des entiers tels que Ker (u — A dga)" = Sy
En effet, il est clair Ker (u — A dga)” C Sy. Soit z € Sy et n € N tel que

Ker (u — AMdga)"(z) =0

eSin <r,(u—Adca)"(x) = (u— Aldca)" " (u— Adca)"(z) = 0, c'est-a-dire = € Ker (u — M dca)".
eSin>r:Ona:m(X)=(X—\"Q(X)avec Q(\) # 0, donc

E =Ker (u— Adca)" & Ker Q(u)

Soit x = x1 + x2 avec x1 € Ker (u — A dga)" et o € Ker Q(u). On a

(u—MNdga)"(z1) = (u— Aldga)" " (u— Ndga) (1) =0
comme (u — M dga)"(z) = 0, alors (u — A dga)™(z2) = 0, on a aussi Q(u)(x2) = 0. Mais les polynomes
(X — A\)" et Q étant premiers entre eux,
Ker (u — Mdca)" NQ = {0}

d’ott z3 = 0 et par conséquent = z; € Ker (u — A dga)" on conclut que Ker (v — A dga)” = S).
e Soit n € N tel que Ker (u — Aldca)” = Sy. On a Ker (u — AMdgca)” C Ker (u — AMdga)”. Comme
mu(X) = (X — A)"Q(X) avec Q(A) # 0 ( 7 étant le polyndme minimal de u), alors (X — )" et @ sont
premiers entre eux et donc

Ker (u — AMdgca)™ N Ker Q(u) = {0}

On pose P(X) = (X —\)"Q(X),ona
Ker P(u) = Ker (u — AMdga)" & Ker Q(u) = E,

c’est-a-dire P(u) = 0, donc deg P > degm etdoncn > r.
On peut ainsi caractériser les valeurs propres d’indices 1 :

A est d'indice 1 si, et seulement si, Ker (uw — A dca) = Sy

Revenons maintenant a notre question. D’apres ce précede il suffit de montrer que Ker (v — Aldca) = S),
on a évidement Ker (u — Aldca) C Sy, il reste a montrer que Sy C Ker (u — A dca). On va montrer que

x € Sy = u(x) = Az.
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Les vecteurs de S pour lesquels n = 1 appartiennent a Ker (v — AIda), on va raisonner par récurrence.
Supposons :
Ve e C", (u— Mdca)"(x) =0 = u(x) = .

Soit y tel que (u — Aldga)™(y) = 0.On pose z = u(y) — Ay = (u — M dga)(y), d’otr:
(u— Mdga)"(2)" = (u— Mdga)" ™ = 0.

L'hypothése de récurrence entraine u(z) = \z. L'égalité u*(y) = Ay + kA\F~12 est vérifie pour k = 1.
Supposons la vérifie pour I'entier k. Alors

uF () = u[Ny 4+ kAL
= MNu(y) + kX"lu(z)
= MOy +2) AN
= Mty 4 (k+ 1)\

la formule est établie.
Une récurrence simple montre que ||u*(y)|1 < ||y|/1. Prenons k = ms ot s est I'entier tel que \* = 1 et ot
meN.Ona:

u™ (y) = Ay + (ms)N™ 7z = y +msA 71z

D’ou
d

Iyl = flu™ @)l = > lyi + msA™ x|
i=1
Si on suppose que z = u(y) — Ay # 0, alors un au moins des z; est non nul, et comme le deuxiéme membre
tend vers +oo, lorsque m tend vers +oo, on peut trouver m assez grand pour que l'inégalité ci-dessus ne
soit pas vérifiée. Donc nécessairement z = 0, c’est-a-dire u(y) = y, d’ott S\ C Ker (u — A dc) et donc on
a l'égalité Sy = Ker (u — Al dc), c’est-a-dire A est d’indice 1.

Cas ou P est diagonalisable : Il existe () une matrice inversible et D = diag(1, g, ..., A\y) une matrice
diagonale telles que

P=QDQ™!
et donc pour tout n € N, P" = Qdiag(1, )%, ..., \7)Q ™!, 'application linéaire M — QMQ~' étant
continue, donc lim P" = Q diag(1,0,...,0)0Q 1.

Remarque: SiL = (qi1,q12, ..., a14) désigne la premiere ligne de la matrice Q~*, alors

q11 Q12 --- qid
q1 912 --- qid
lim P" = Qdiag(1,0,...,00Q ! = o R
n— 00 : : .
q11 912 --- qid
car
1 * 10 ...0 a1 Q2 - Qud Q1 Q2 - Qud
1 * 0 0 . 0 * * * | @ @2 - Gud
1 % ... = 00 ... 0 * x ...k Q1 qi2 --- Qid
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Cas ou P est non diagonalisable : Il existe () une matrice inversible et 7' une matrice triangulaire
supérieure telles que

P=QTrQ!

_( 1 (0

Posons T' = ( 0) A

matrice D diagonalisable et NV nilpotente telles que A = D + N, DN = ND et Sp(D) = Sp(D), alors on
a, pour toutn > p:

>. II est clair que Sp(A) = Sp(P)\{1} et d’apres l'introduction, il existe une

n p—1
k=1 k=1

(p étant I'indice de nilpotence de N ')
Puisque p(A) < 1, alors || D||« # 1. Soit k = | Jnax 1CQ\|NH’(§O, alorsona:
<k<p-—

p—1
4% < 1D+ kS IDIE
k=1
p—1 '
< D] + KDY D
=0
< IDI + kD L2
= Pl + KPS

Donc lim D" = lim A" = 0 etcomme P" = Q) ( (1 (0) > Q~', alors li_)m P" = Qdiag(1,0,...,0)0Q 1.

Probleme 11

1. a) Par un calcul simple, on obtient : [e, h](P) = e(h(P)) — h(e(p)) = 2P" = 2¢(P) donc [e, h] = 2e
De méme, [f,h] = —2f et [e, f] = h.
b) Si P est un polyndme de degré r, alors, la famille
(eT(P)v"' 7ez(P)7e(P)7P7f(P)7f2(P)7'" 7fn_r(P))
est une famille de n + 1 polyndmes échelonnée en degré. Comme F' est un sous espace stable par

e et f, c’est une famille d’éléments de F'. On a donc une famille libre de n + 1 éléments de F’, sous
espace vectoriel de E espace de dimension n + 1. Donc E = F..

2. Ona (e, f,h) # (0,0,0). Ona alors, e # 0, f # 0 et h # 0 d’apres les relations vérifiées par e, f, et h. On
remarque que le "crochet" est bilinéaire et que pour tout lu € Z(E) [u,u] = 0.

Considérons une combinaison linéaire nulle de e, f et h: ae + Bf + vh = 0.

0= [e, e, ae + Bf +7h]] = [e, Bh + 2e] = 26e,
donc 5 = 0.

0 = [e, ae + yh] = +2e,
donc vy = 0 puis o = 0.
On en déduit que (e, f, h) est libre et que dim .Z3 = 3.
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3. a z=ae+pf+vhe #,doncle,[f,z]]=—-2yh e # donche # carvy #0.
De méme, [f, 2| = —ah —2yf € #Zdoncfe Z.etle,x] =pPh+2vec #Z doncee ¢.
# stun sous-espace de .Z qui contient les trois vecteurs e, f et h d'une base de .Z donc ¢ = .Z.
b) Si _# # {0}, alors, il contient un vecteur x = ae + Sf + vh aveca # 0 ou f # 0 ouy # 0.
Sivy # 0, alors on a montré que ¢ = .Z.
On procede de méme si o # 0 ou 8 # 0.
4. a) Soit y un vecteur propre de h associé a une valeur propre o : h(y) = ay.
De eh — he = 2e, on déduit e(h(y)) — h(e(y)) = 2e(y) puis h(e(y)) = (o — 2)e(y).
Sie(y) # 0, e(y) est donc un vecteur propre de hassocié a la valeur propre o — 2.

b) & est un endomorphisme d"un C-espace vectoriel, h posséde donc au moins un vecteur propre y
associé a une valeur propre a.

S’il n’existe aucun vecteur propre x de h tel que e(z) = 0, alors, d’apres la question précédente, e(y)
est un vecteur propre associé a la valeur propre o — 2, e(e(y)) est un vecteur propre associé a la
valeur propre a — 4 etc.

On obtient ainsi une infinité de valeurs propres o, o — 2, a — 4 etc, ce qui est impossible car I'espace
vectoriel E est de dimension finie.

5. a) Montrons par récurrence que h(f*(z)) = (a + 2k) f*(x).
C’est vrai pour k = 0.
Supposons le résultat vrai a un rang k et utilisons la relation fh — hf = —2f.

F(h(F*(2))) = h(F(f*(2))) = —2f (f*(2))

(@ = 2k) f**(2))) = h(F** (@) = =2 (x)

On en déduit h(f*(z)) = (a + 2(k + 1)) f*+1(x) et on peut conclure d’apres le principe de récur-
rence :

h(f*(x)) = (o + 2k) fF ().

b) f%x) = = # 0. Si pour tout entier naturel m, f™(z) # 0, alors on déduit du a) l'existence d’une
infinité de valeurs propres pour h, endomorphisme d"un espace de dimension finie.

C’est impossible, il existe donc m € N tels que f™(x) # 0 et f™ 1 (x) = 0.

¢) Montrons par récurrence que pour k € N¥,
e(f*(2)) = k(a+k —1)f* ().

(cela servira dans la question 7.).

Pour k = 1, de [e, f] = h, on déduit e(f(z)) — f(e(x)) = h(z), or e(z) = 0 et h(z) = ax donc
e(f(x)) = axz. L'hypothese de récurrence au rang 1 est vaie.

Supposons '’hypothese de récurrence vraie a un rang £ € N* :

e(f*(2)) = kla + k= 1)f*(2).
En appliquant la relation ef — fe = h au vecteur f*(x), on obtient :

hypothése de récurrence au rang k + 1
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On peut conclure d’apres le principe de récurrence que pour £ € N¥,
e(f*(@) = k(o +k=1)f*H(z).
On en déduit que pour k € N*, e(f*(z)) est colinéaire a f*~1(z).
6. a) F = Vect{z, f(z), -+, f™(z)}, on utilise les résultats de la question 5., f™*!(z) = 0 donc F est
stable par f.
Vk €N, h(f¥(z)) = (a +2k)f¥(x) € F, on en déduit que F est stable par h.
e(r) =0etVk € N*, e(f*(z)) = k(a+k —1)f*~1(x) € F, on en déduit que F est stable par e.
F est donc stable pare, f et h

On sait que F' # {0} car z # 0, or E ne contient aucun sous-espace stable par %3 autre que {0} et E.
Onadonc F =FE

b) Ena), on a montré que # = (z, f(x),--- , f™(x)) est une famille génératrice de E.
Considérons une combinaison linéaire nulle des vecteurs de 4 :

aox + a1 f(x) + -+ ap fM(x) = 0.

f™(x) # 0et f7*(z) = 0, donc si on applique f™ a I'expression précédente, il reste : ag f™(x) = 0.
On en déduit que ag = 0.
On recommence en appliquant f™~! puis ™2 etc. et on en déduit a; = 0 puis az = 0 etc.
La famille % est donc libre.
Finalement : # = (z, f(x),--- , f™(z)) est une base de F

¢) OnavuqueVk € N, h(f*(x)) = (o + 2k) f¥(x), la matrice dans la base # = (x, f(z),--- , f™(z)) est
donc la matrice diagonale D telle que :

a (0)

(0) a+2m
d) De ¢), on déduit :

Trh:(m—l—l)a—l—QEm:k‘:(m—l—l)a—l—m(m—l—l):(m—l—l)(a—l—m).
k=0

De [e, f] = h, on déduit :
Trh = Tr(ef — fe) = Tr(ef) — Tr(fe) = 0.
Onadonca =—-m

7. On a montré que pour k € N*, e(f*(z)) = k(o + k — 1) f*1(z), de plus e(x) = 0, on en déduit que la
matrice de e dans la base % est

(0)

S Q

2+ 1)
m(a+m — 1)
(0) 0

c’est la matrice A = (aij)1<ij<m+1 avec a;; = (i +1)(a +14) sij =i+ 1 eta;; = 0 sinon.
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