DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES MP1

CORRIGE DU DS n°1

[oN NoN NoN N6
PROBLEME

1. (a) Soient f et g deux éléments de F, et \, 1 € R, il existe Py, P, Q1, (2 des polynéomes de R;[X]
tels que, pour tout z € R, f(x) = Pi(z)e” + Qi(z)e™ " et g(x) = Pa(x)e” + Q2(x)e™ ", alors

(Af + pg)(x) = (APL(z) + pPa())e” + (AQ1(7) + pQ2(x))e ™.

onc on bien A\f + p1g € F,, et par conséquent F, est un sous espace vectoriel de E.

(b) Soient A1, A2, A3, Ay des réels tels que Afi + Aafo + A3 fs + Aafs = 0, donc pour tout z € R,

M f1(z) + Aafo(z) + A3 fa(z) + Aafa(z) = 0. Pour 2 = 0 on obtient \; + A3 = 0 et quand = tend
vers 400, on obtient A\; = Ao = 0(sia > 0)ou s+ Ay = 0 (sia < 0). Dans tous les on
a nécessairement \; = Ay = A3 = Ay = 0. La famille est donc libre, et comme cette famille
engendre F,, alors elle forme une base de F,.

2. (a) Il est clair que l'application D est linéaire, et comme si f est indéfiniment dérivable, f' = D(f)
est aussi indéfiniment dérivable, alors D est un endomorphisme de E.
Le noyau de D est décrit par les fonctions de E dont la dérivée est nulle, c’est-a-dire les fonctions
constantes sur R.
Soit g € E, considérons la fonction définie sur R par :

fraz— /Owg(t)dt.

On a bien D(f) = g, ceci montre que D est surjective, donc Im(D) = E.

(b) D, étant linéaire, comme restriction d'une application linéaire. De plus si f : x — P(z)e* +
Q(z)e™® € Fy,alors Dy (f) : © — (P'(x) + aP(x))e* + (Q'(z) — ag(x))e™* € F,, donc D, est un
endomorphisme de Fi,.

() Ona D(f1) = fi = afi, D(f2) = f3 = fi + afz, D(f3) = f5 = —afset D(fs) = fi = f1 — afs.

D’ot1 la matrice M, dans la base 4 :

a 1 0 0
0 a O

Mo = 0 0 —a 1
0 0 0 -«

(d) La matrice M, est de rang 4, donc elle est inversible.
3. La matrice de D? — \id,, dans la base % est :

a? — )\ 2 0 0
2 o 0 012—)\ 0
Moy =AM = 0 0 a2— )\  —2a
0 0 0 oz =\

Donc si A = o2, rg(D? — Xid,) = 2 etsi A # o2, rg(D? — \id,) = 4.

4. (a) Danscecas (A =a?),ona:

0 2 0 0

s o, | 0 0 0

Mo=—ela=1 ¢ o o —2a
0 0 0 0

1l est clair que ker(D2 — Xid,) = Vect{ f1, f3} et Im(D? — Xid,) = Vect{f1, f3}.
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(b) On a, pouri = leti = 2, (D2 — Xidy)(fi) = 0 et donc (D2 — Xid,)?(fi) = 0. D’autre part,
Im(D? — Nid,) = Vect{f1, f3}, donc Im(D? — Xid,)? = (D? — Xid,)(Vect{f1, f3}) = {0}, ceci
implique que (D2 — Xid,)? = 0.

() Ona0 = (D? — a?id,)?* = D2 — 202D, + o*id%. Ceci de déduire 'expression de D' :

2

-1
-1 _ 3
D' = — D)+ —5Da.

5. (a) Lasolution générale, sur R, de I'équation différentielle y”(x) — a?y(z) = 0 est la forme
y:xr+— Ae*” + Be T,

ol A et B sont des nombres réels.
(b) Un application f est dans le noyau de D? — «*Id si, et seulement si, f est solution de I’équation
différentielle y” (z) — a?y(x) = 0. D’ou
ker(D? — o?Id) = {x — Ae®” + Be " /A, B € R} = Vect{fi, f3}.

(c) Soit f € ker(D? — o?Id)?, alors (D? — o?Id)(f) € ker(D? — o*1d) = Vect{f1, f2}, donc il existe
des constantes \; et )3 telles que (D? — o21d)(f) = A1 f1 + A2 fo.
D’autre part :

(D~ o1d)(g) = (D~ aId)(f) ~ 2-(D* — a?Td)(f2) + 52 (D* — aTd)(fs)
= Mfit+Afe— ;—;(Qflfl) + ;\—Z(—2Oéf3) =0

g € ker(D? —a?Id) = Vect{f1, f2}, donc il existe des nombres réels C et D tels que g = C'f1 + D f3
etdonc f =Cfi + Dfs + ﬁf2 - Mﬂ; Ainsi

2a 2«

ker(D? — a?1d)? = Vect{f1, fa, f3, fa} = Fa.

6. Un application f est solution de I'équation différentielle y(*) () —2a2y" (x)+a'y(z) = 0si, et seulement
si, elle appartient au noyau de (D? — a21d)?. D’ou :

fixr— Ae®® + Bxe®™ + Ce ™ + Dxe™ ",

ou A, B, C, D sont des constantes réelles.

7. (a) Une solution polynomiale f;, de &, s'il existe, serait de degré 3. Posons donc fo(z) = az® + bx? +
cx + d, on trouve fo = 23 + 2.

(b) Une application f est solution de I’équation différentielle & si, et seulement si, f — fy est solution
de y™ (z) — 202y"(x) + a?y(x) = 0, C'est-a-dire f — fo € ker(D? — o?Id)?, donc (f — fo)(x) =
Ae*® + Bze®® 4+ Ce™™ + Dzxze™ ", ou encore

f(z) = 2® + 2+ Ae®*” + Bxe®® + Ce™® + Dxe™ ",

ou A, B, C, D sont des constantes réelles.
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