DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES MP1

DEVOIR SURVEILLE 7°3

Correction
Med TARQI

o000 0O0GO
Partie |

1. Soient A = (a;j)1<ij<n €t B = (aij)1<i j<n deux matrices de .#,(R) et A un nombre réel. On a :

Tr(A + A\B) = f: (asi + Aby;) = Z““ + Ame = Tr(A) + A Tr(B).
i=1

Donc T est bien linéaire.

n n
2. Posons C = AB = (Cij)lgi,jgn etD = BA = (dij)lgi,jgn/ avec ¢;; = Zaikbkj et dij = Zbikakj,
k=1 k=1

ZC“ = Zzazkbkz Zzbkzazk = dek =

1=1 k=1 k=1 1=1

donc:

3. Vérifions que u est homothétie, en effet, soient = et y de E, alors il existe \;, A, et A\, 1, des scalaires
tels que

u(z) = A, u(y) = Mgy et u(z +y) = Apyy(x + 7).

Si z et y sont libres, la condition (Ay4y — Az)T + (Aogy — Ay)y = 0 implique A\, = A, etsiy = ax,
alors
w(y) = u(ax) = au(r) = oz = \yy = A\yjax,

donc A, = A,. Ainsi il existe A € K tel que pour tout z € E, u(xz) = Az, c’est-a-dire u est une
homothétie.

4. Dans ces conditions u ne peut pas étre une homothétie, donc il existe € R" non nul tel que les
vecteurs z et u(z) ne sont pas colinéaires. On choisit alors une base de R" de la forme

B = (r,u(z),€3,....€n).
II suffit donc de prendre F' = Vect(u(x), e3, ..., €p).
Partie Il

5. Soit u 'endomorphisme canoniquement associé a A. Supposons que pour tout x € R?, z et u(z)
sont colinéaires, d’apres 3. u est une homothétie de rapport A. Mais Tr(A) = 2\ = 0, donc A = 0
et A = 0. Supposons A # 0, donc il existe z # 0 de € R? tel que (z,u(z)) soit une base, donc A est
semblable & une matrice de la forme

B < 0 « )
1L g

et comme Tr(A) = 0, alors Tr(B) = § = 0, donc A est semblable a la matrice B qui est de trace
nulle.
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6. Si D = aly, alors ¢(A) = DA — AD = 0 et ceci pour tout A € .#5>(R), par conséquent Im ¢ = {0}.
.o (a0 Y A _ 0 (a =By .
SlD—<O ﬁ>aveca7é5,alorssu4—<z t>,cp(A)—<(ﬁ 0 , ceci

—a)z

montre que Im ¢ C Vect(I, J) avec I = < (1) 8 )etJ: < 8 (1) >

Soit B = < g (g > une matrice de trace nulle. Cherchons A = < ‘Z zt/ > telle que DA — AD = B,

o]

alors A = gﬁc a=b ),donc Imep = {BG//ZQ(R)/B: < 0 a
b—a

5 0 > } . (I’'ensemble de matrices

t
de trace nulle )

7. Si A = XY — Y X alors A est de trace nulle. Supposons que A est de trace nulle, d’aprés 5. A est
semblable a une matrice B € .Z5(R) dont les éléments diagonaux sont nuls, donc il P inversible
tel que A = P~1BP etd’apres 6., il existe A’ € .#>(R) tel que B = DA’ — A’D ot D est une matrice
diagonale, ainsi

A=P 'BP =P 'DAP-P'ADP =P 'DPP AP - P 'APP'DP=XY —-YX

avec X = P"'DPetY = P 1A'P
Apres calculs, on trouve :

—2a
. sic;éO,X:<(1) B >etY:< 0

osic:Oetb;éO,X:<_l2a 1> tY
b

. 0 1
° 31c—0etb—O,X—<_1 0>etY—<

O o

)
t

8. (a) Notons (E;;)i<i j<n la base canonique de .#,(R).Si A = Z a;;E;; alors

1<i,j<n

(@R ]IS
N O Wi

p(A) = > (di —dj)ai;Ey.

1<ij<n

Si D = dI,, alors ¢(A) = 0 et donc Imp = {0}. Si D est quelconque, alors pour tout
(t,7) € I, E;; € Imy et pour tout (i,5) € J, E;; € ker g, ainsi Vect{E;;/(i,j) € I} C Imgp
et Vect{E;;/(i,j) € J} C ker . Or

dim Vect{E;;/(i,j) € I} + dim Vect{E;;/(i,j) € J} = n* = dimTm ¢ + dim ker ¢,

donc nécessairement, dim Vect{E;;/(i, j) € I} = dimIm ¢ et Vect{E;;/(i,7) € J} = dimker ¢,
puis Im ¢ = Vect{E;;/(i,j) € I} etker ¢ = Vect{E;;/(i,7) € J}. Donc dimIm ¢ = card I.

(b) Dans ce cas I = {(i,7) € [1,n]3/i # j} et J = {(i,i)/i € [1,n]. Par suite Im ¢ est I'espace
des matrices de diagonale nulle tandis que ker ¢ est I'espace des matrices diagonales; il est
engendré par les matrices E;; (1 <i < n).

(c) Etablissons le résultat demandé en raisonnant par récurrence sur la taille de la matrice A. Si
A est taille 1, le résultat est triviale. Pour n = 2 on a montré, dans la question 5., que toute
matrice de trace nulle est semblable a une matrice dont les éléments diagonaux sont nuls.
Supposons la propriété établie au rang n — 1. Soit A une matrice carrée d’ordre n de trace
nulle et u 'endomorphisme canoniquement associé a A. Montrons que A est semblable a une
matrice de la forme
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B = , Ne¢€ %n—l(R)-
N

Si A est matrice d'une homothétie alors Tr(A) = 0 permet de conclure A = 0. Sinon, il existe
x € E tel que z et u(x) sont non colinéaires. En introduisant une base dont z et u(x) sont les
deux premiers vecteurs ( question 4.), on obtient que la matrice A est semblable a une matrice
de la forme B, avec Tr N = Tr B = Tr A = 0. Soit donc P € GL,(R) tel que

0 * ... *

1
PlAP =B =
N

0
Par 'hypothese de récurrence il existe R € GL,,—1(R) et U € #,,_1(R) a éléments diagonaux
nuls vérifiant R~!NR = U, alors la matrice B’ = (PQ) ' A(PQ) ou

1 0
°= (1 1)
a ses éléments diagonaux nuls et semblable a A.

D’apres ce qui précede, il existe P € GL,(R) et B € Im¢ = E,, tels que A = P~ BP mais
B =DA"— A'D avec A’ € #,(R) ( question 8 (a)), donc

A=P'DPP AP - P'APP'DP=XY - YX
avec X = P 'DPetY = P 1A'P

Ona Tr(X) = Tr(D), si Tr(X) = 0, alors D serait semblable a une matrice dont les éléments
diagonaux sont nuls, ce qui est absurde.

Partie IlI

9. (a) Il existe des matrices B et C telles que A= BC —CB.Onal+j+ j2=0soit—1=j+j%et
par suite: A= BC — CB = BC + jCB + j2CB Avec D = I il vient :
BDC =BIC=BC,DCB=ICB=CB et CBD=CBI=CB

Finalement :
A= BDC + jDCB + j2CBD

(b) Soit w tel que w* = 1. Supposons A = XY — Y X.Ona —1 = w + w? + w3. Il vient :
A=XY -YX = XY +wYX +w’YX +uw’YX.
Posons:C=D=ITetB=X,E=Y.Alors:
A= BCDE + wCDEB +w”*DEBC + w’EBCD.

On peut généraliser facilement pour obtenir le théoreme suivant :
THEOREME : Soit A a coefficients dans C telle que Tr A = 0 Alors pour tout n € N*, n > 1l
existent n matrices Ay, Aa, ..., Ay, telles que :
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27
11— .
otw=e N et (AlAgAn)(]) = AjAj+1...Aj_1

Remarque : Si A est de la forme (1) pour un entier n > 1, on a compte tenu de la propriété
de la trace et par linéarité de la forme trace :

Tr(A) = > w'™ ' Tr(A14z...4,)") = Tr(A 4. Zw 0(n > 1).
=1

Probléme 1
PARTIE I : PRELIMINAIRE

1. Si A n’est pas inversible, alors il existe un vecteur X = (1, x9, ..., z,,) non nul tel que (S) AX = 0.
Comme X est non nul, il existe i € [1,n] tel que x; # 0 et |z;| = max(|z1],|z2], ..., |zyn|). La i-iéme
équation du systeme (.5) s’écrit alors a;121 + @222 + ... + ainxy, = 0 et donc |ag||z;| < Z laij||z;],

J#i
d’our:
Jaiil < lag]-
J#i
Ceci montre le résultat demandé.
2. X est une valeur propre de A si, et seulement si, la matrice A — AI,, est non inversible, et donc il

existe i € [1,n] tel que
Jaii — Al < ).

JF#i
Les images des valeurs propres de A appartiennent a la réunion des cercles de centre a;; et de rayon
> lagjl.
J#i

3. Soit x 4(X) le polyndme caractéristique de A. Montrons par récurrence sur n que x 4(X) = (—1)" P, (X).
Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai au rang n — 1, montrons le au rang n. En dé-
veloppant par rapport a la premiere ligne, on aura :

X 1 0 0
0 X 1 0 0
xa(X)=| 0 0 —
-X 1
—an  —p—1 e —ag —ap— X
-X 1 0 0 1 -X 0
0 -X 0 0 0 1 0
-X 0 0 : : + (=1)"(=ay,) | O
. . _X 1 _X
—Ap—1 —Qp—2 e —a —al — X 0 0 0 1

et donc d’apres I'hypotheése de récurrence
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Xa(X) = —1X(-1)" M (X" '+ a1 X" 2 + o F an1) + (—1)a, =

Donc les racines de P, sont les valeurs propres de A, ainsi si A est une racine de F,, la matrice
A — M\, ne sera pas inversible et par conséquent 3i € [1,n] tel que

sil<i<n-1

L,
\au‘—)\\SZ’aij‘: > laijl, si i=n
JF#i JF#i
Les images des zéros de P, appartiennent a la réunion de cercle unité ¢'(0, 1) etle cercle ¢ (—al, > laij ]) .
JF

PARTIE II. ETUDE D’UN EXEMPLE

1. (a) Notons Ly, Lo, ..., Ly, les lignes de la matrice M — I,,, alorson a:

I‘g(M - In) = rg(LlyL% 7Ln)
= rg(Ll - LmL2 - Lm ceey Ln—l - Lm Ln)

n 1
m 0 .. 0 m

n 1
0 1-n 0 n—1

= Ig : 1
. : =
0 0 LL
1-n n-—1

_n_ n_n_ _1

n—1 n—1 n-—1

n
> rg < n—1> =n-—1
1—-n
D’autre part f(v) = v, donc nécessairement rg(f — Id) = n — 1 et par conséquent ker(f — Id)
est une droite vectorielle engendrée par v.

(b) On remarque que
n

(f —Id)(er —e2) = T——(e1—e2)
(f —Id)(e1 —e3) = 1ﬁn(€1—63)
(f = Td)er —en) = (o1 —en).

etcomme rg(f — Id) =n — let(e; — ez, e1 —e3,...,e1 — ey,) est libre alors cette famille forme
une base de Im(f — Id).

(c) Il suffit de remarquer que (v,e; — ez, e1 — €3, ...,e1 — €y,) est une base de R".
(d) Puisque v € ker(f — Id), alors p(v) = v. D’autre par p(e; — e;) = 0 pour tout i € [2,n], donc

n
1
p(e1) = plez) = ... = p(ey), mais p(v) = Zp(ei) = v, donc pour tout i € [1,n], p(e;) = v
i=1
Dot :
1 1 1
111 1
P=- _
n :
11 1
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(e) Puisque les sous-espaces Im(f — Id) et ker(f — Id) sont supplémentaires, alors les deux pro-
jecteurs sont associées et donc p + ¢ = Idet po g = g o p = 0. En particulier Q = I,, — P.

2. dimker(f — Id) = 1 montre que 1 est une valeur propre d’ordre de multiplicité au moins égale a

1
1. D’autre part, M + —1[n = —1J ot J = (aij)1<ij<n avec a;; = 1 pour tout (i,5) € [1,n]?,
n— n— ==

1
donc rg(M + —1[n) = 1, ceci montre que 7 est une valeur propre de M, d’ordre supérieure
n —_—

ou égale a n — 1. Donc les deux sous-espaces propres associés a 1 et sont supplémentaires,
n—1

donc M est diagonalisable et Sp(M) = {1 ! } .

"n—1

Remarque : M est symétrique réelle, donc diagonalisable.

1 1 \"*
3.OnaM=P+ 1—@, puis par récurrence sur k € N, on obtient ME=pP+ <1—> Q,dou:
-n

lim M* = P.

k—o0

Puisque les valeurs propres de M sont non nuls, la matrice M estinversible et M~ = P+(1—n)Q.
PARTIE III : QUELQUES PROPRIETES DES MATRICES STOCHASTIQUES

1. Soient A = (aij)1<i j<d et B = (bij)1<i,j<a deux matrices stochastiques suivant les lignes. Notons
C= (Cij)lgi,jgd le produit AB.
n

n d d d
cij = >, > agakj = Y a; <Z bk;j) =1.
=1 j=1k=1 =

d
On sait que ¢;; = ) a;;bgj, donc ¢;; > 0. De plus,
k=1 j

‘]_
Donc C' = AB est bien stochastique suivant les lignes.

k=1

n
2. Il est clair que toute matrice de permeation est une matrice stochastique, puisque Z dic(jy = 1
j=1
pour tout i € [1,n].

Soit A une matrice stochastique et inversible, notons A=! = (b;;)1<; j<n. Supposons A~! stochas-
n
tique, donc b;; > 0, d’ot1 i # j implique ) bjrar; = 0 et donc Vk € [1,n], bjrar; = 0. Or pour
k=1

k fixé, il existe k € [1,n] tel que ;) # 0 (sinon A~! a une colonne nulle), d’ou j # k entraine
n

ar; = 0et Y ay; = 1 donne ay; ) = 1, de plus i(k) étant unique (sinon deux termes égaux a 1
j=1

sur la ligne k& de A ). On définit ainsi une application k& — i(k) injective (sinon A a deux lignes

identiques), donc c’est une permutation de [1, n], et A est nécessairement une matrice de permu-

tation. Ainsi, I'ensemble des matrices stochastiques inversibles d’inverse stochastique est donc le

sous-groupe de G L, (R) constitué des matrices de permutations.

3. Si A € Sp(P), alors P — A\l est non inversible et donc il existe i € [1,d] tel que |p; — A| < Zpij =
J#i
1-— Qs -

IN

4. (a) D’apres la question précédente il existe i € [1, d] tel que |p;; — A|1 — a;i, et comme ||A| — pj;|
1 — pyi, alors |A] < 1.
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(b) lestclairque P | : | =| : |,doncl € Sp(P),d’ot1 p(P)=1.
1 1

(c) Soit @ = P — 1, etsoit R la matrice carrée d’ordre d — 1 extraite de () en supprimant la derniére
ligne et la derniére colonne :

ain —1  ai cee o a14-1
agy  axx—1 ... asgq1
R = .
ag—11  Gd—-12 - (d—1d-1

La matrice R = (74j)1<i j<d—1 est a diagonale strictement dominante, en effet, pour tout i €

[1,d],ona:
73| — Z 135 = |ag — 1] — Zaij = a;q > 0,
JF#i JF#i
donc elle est inversible et par conséquent rg(P — I) = d — 1, donc ker(P — I;) = 1.

5. CAS OU P EST DIAGONALISABLE : Il existe () une matrice inversible et D = diag(1, Az, ..., Ag) une
matrice diagonale telles que

P=QDQ !
et donc pour toutn € N, P" = @ diag(1, A3, ..., AQ‘)Q_l, l'application linéaire M — QM Q™ étant
continue, donc lim P" = @Q diag(1,0,...,0)Q~".

n—oo

Remarque: Si L = (qi1,q12, ..., a14) désigne la premiere ligne de la matrice Q 1, alors

q11 Q912 --- Qqid
qQ1 q12 --- qid
lim P" = Qdiag(1,0,..,0)Q " = o R
n—o0 : : .
Q1 q12 --- qid
car
1 10 0 q11  q12 q1d g1 q12 .- Qud
1 0 O 0 * * L. X q11 q12 --- qid
1 x ... = 00 ... 0 * ¥ ...k Q1 q12 --- Qid

CAS OU P EST NON DIAGONALISABLE : Il existe () une matrice inversible et T' une matrice trian-
gulaire supérieure telles que

P=QTQ™"

_( 1 (O
Posons T' = < 0 A
une matrice D diagonalisable et N nilpotente telles que A = D+ N, DN = ND et Sp(D) = Sp(D),
alors on a, pour toutn > p:

>. 11 est clair que Sp(A) = Sp(P)\{1} et d’apres l'introduction, il existe

n p—1
k=1 k=1
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(p étant I'indice de nilpotence de N ')
Puisque p(A) < 1, alors ||D||» # 1. Soit k = | Jnax 1UZ\|NH’§O, alorsona:
<k<p—
p—1
A oo < 1D™loo + & D> IDIIE*
k=1
p—1
< |D[% + KD > 1D
i=0
11— [DJP!
< ||ID|% + k| D Pt ———.
DI, + DI T
Donc lim D" = lim A" = 0etcomme P" = < (1 (0) > Q~',alors li_>m P" = Qdiag(1,0,...,00Q L.
n o

0) A"

n—oo n—o0
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