DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

Corrigé du devoir surveillé n°5
M.Tarqi

EXERCICE : TRANSFORMEE DE FOURIER

1. Considérons une fonction réglée f sur R. Pour tout = € R, la fonction ¢ — f (t)e'®t est réglée ( produit d’une
fonction continue et d’une fonction réglée ) sur R et vérifie | f(¢)e"**| = | f(¢)| qui est intégrable sur R. On en

déduit que f est définie sur R.

2. (a)

(b)

La fonction (z,t) — f(t)e'®? est continue sur R?, dominée par la fonction continue intégrable t — | f(¢)].

Le théoreme de continuité sous le signe intégrale assure la continuité sur R de la fonction I
Soit € > 0. L'intégrabilité de f sur R entraine I'existence de A > 0 tel que

-4 +o0
/ |f(t)|dt+/ |f(8)|dt <

—00 A

N ™

Ainsion a

—_A Too
< [y [T

— 00

A

—A ) +o00 )
Vr € R, |/ f(t)e””tdt—l-/ ft)e™tdt

A
D’autre part, le lemme de Lebesgue montre que ‘ ‘lirn / f(t)e™dt = 0, donc il existe a > 0 tel que
x| —+oo _A

A
|z] > « entraine/ f(t)e™tdt < g
—A

~

+oo )
Ainsi pour toutz € R, |z| > a = / f(t)e™ dt < e, donc ‘ ‘hm f(z)=0.
— 00 x| —+oo
n+1 ) —n )
f(t)e™ dt + / f(t)e'™'dt. f étant intégrable sur R,

Posons pour toutn € Netz € R h,(z) = /
—(n+1)

n

donc la série de fonctions E hr, converge simplement vers 2x f. Remarquons que les &, sont continues

sur R, en effet, pour tout n € Net (z,y) € R®ona:

|fon () = P (y)]

IN

n+1 . - _n . |
/ [f(®)]]e™" — e'¥"|dt +/ F(£)]]e™t — e¥t|dt

—(n+1)

n+1 —-n
|x—m<A‘ uwurgﬁmﬂgﬂmw>,

c’est-a-dire h,, est lipshitzienne sur R.
Par ailleurs :

IN

n+1

—n

sl [ s

—(n+1)

Vz € R, |hn(z)| < /

n

qui est le terme général d'une série convergente ( f est intégrable ), donc la convergence est uniforme,

il en découle la continuité de f sur R.
Enfin pour la limite de f et +00, le raisonnement de (a) reste valable.

3. Lapplication (z,t) — g(z,t) = f(t)e'** admet des dérivées partielles par rapport &  d’ordre 1 et 2 continues
sur R?etona:

et

g—zzg(:v,t) = (i) f(t)e™, k=1,2
8k
State.0)] = W 1(0] = ult). k=1.2
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4.

Les fonctions 1 et @ intégrables sur R. La théoréme de dérivation sous le signe intégarle montre que f est
de classe ¢ sur R et que

(a)

(b)

“+oo
Ve e R,Vk =1,2, f(k)(x) - %/ (it)* £ ()it dt.

— 00

t

. _42 . iz ) . 4 s
La fonction ¢t — e~ est continue intégrable sur R. Sa transformée de Fourier s’écrit :

N —t* izt
Ve e R, — e .
27

— 00

+oo
Posons, pour tout z € R, F(z) = / e~ "+t 4t On montre que F est de classe ¢! sur R et que

+o0 -
Vz €R, F'(z) = it/ e~ Hirtas d'on
+oo .
Vz € R, 2iF'(z) +izF(z) = / (=2t +iz)e " Tt = 0.

D'ouVz e R, F(z) = F(O)efTm2 et comme F(0) = /7 il vient que la transformée de Fourier de ¢ — e™*
est ’application définie sur R par :

R
Ve eR, z— —=e*
X x 2\/7_'(8
. costx . L
la fonction (z,t) — o e est continue sur R x [0, +oo], et vérifie :
costr 1
Y(x,t) € Rx]0, +oof, || < ——
(1) 10, +o0l, |T 5| S T

fonction qui est continue intégrable sur [0, +occ[. Le théoreme de continuité sous signe intégral montre
que g est définie et continue sur R. Remarquons que g est paire, donc il suffit de I’étudier sur [0, +o0], le
changement de variable v = ¢z, montre que :

—+oo
Ve >0, g(x) = / LEBY
0

22 4 u2
La fonction f : (z,u) % est €°° sur |0, +oo[? avec
V(z,u) €]0,400[?, g—i(:zr,u) = —% Ccos u, %(m,u} = % COS U.
On a pour tout (z,u) € [a,b]x]0,+oc0[(0<a<b):
e £ otz [ S| < EEEE o, (S| < BEERD — o)

Les fonctions ¢1, 2 et @3 étant continues intégrables sur [0, +o0c[, le théoreme de dérivation sous le
signe intégral montre que g est de classe ¢ sur |0, +oo[ et que

+oo 3 2
2x(2° — 3u?)

Yz >0, ¢’ z/ — .

T g"(x) ; @7 1 2)? cos

D’autre part on obtient, par des intégrations par parties, Vo > 0:
() [a:sinuyroo_i_/J”’o 2zu L ud
glxr) = —— ———= sinudu
0 o (22 +u?)?

[ 2z ]Jroo n /+oo 2z(2% — 3u?) d
= |-+ ——5=cosu == 2 cosudu
(22 +u?)? 0 0 (22 4+ u?)3
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D'ouVz > 0, g(z) = ¢g"(x)., g étant continue sur [0, +oo|, donc Yz > 0, g(z) = ae™® + Be*, ol « et
B sont des constantes. La condition a 1’origine permet de conclure que o + § = g, et comme Vz > 0,

14 1¢2 2

La transformée de Fourier de la fonction ¢ — e est donnée par :

1 [T eite 1 [T costx 1
VreR, — L == SO it — ().
o 27r/,oo 1+ 2 7r/0 T e®= 59

oo at
lg(x)| < / — = g, donc g est bornée et par conséquent 5 = 0, et donc Vz € R, g(z) = T e-lal,
0

1 1
La transformée de Fourier de ¢ — T e est donc z — §e*|r|

PROBLEME : SUITES ET SERIES DE FONCTIONS
Préliminaire
1. Alaide d’une intégration parties on obtient :
b b b
—q(t t t t
/ g(t)sin(At)dt = {79( )EOS(A )} +/ g'(8) cos(t) )CAOS(A ) gt

_ b
_ g(b) cos /\a/\-l- 9(0) cos Aa + % / g'(t) cos(At)dt

Dongc, pour tout A > 0,ona:

) sin(At)dt

< 01+ o) /|g it

b
AETOO ’ g(t) sin(At)dt = 0.

2. On obtient a I'aide d’une intégration par parties :

26t + «) sin(kt)

/Ow(ﬂﬁ + at)cos(kt)dt = [(ﬁtz +at)sir]1€kt}: _% (
0+ % ([(2/% +a) COs]ikt)K + % /Oﬂ Cos(]gt)dt)

1 k
(287 +a)(-1)" — o]

L’égalité est vérifiée pour tout k € N*, si, et seulement si, 273 + o = 0 et « = —1, ce qui donne § = 7
™

3. Puisque = €]0, 7], alors e # 1 et par conséquent :

n ,
) .1 — einz
§ e’L"E — ezw _
f 1—e=
p:
ngt ,—ing in%
_ eflretr ety Z(nJrl)msmnz
etz e '2 —e'2 sin £ 2
Donc
n rsinng 1 x
E cos(kx) = Re E e | =cos(n+1)= 2 -~ (sin nx cotan — + cosne — 1) .
f 2 sing 2 2
p=
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4. En utilisant ce qui préceéde, on obtient

3.

4.

i% :/OF <_;p+§) . (écoskx) dx =TI (n) + Iy(n) + I,

k=1

s

™ 1 s 2 2
/ f(z) sinnzdz, Ir(n) = / g(x) cosnxdx, I = ——/ 4= dz = W—, ou l'on a posé
2

1 2
f(z) = 5 (—x—i— ;_71'> cotang etg(z) = 3 (—x—i— ;_71'>
Il est immédiat que, dans la question 1., on peut remplacer la fonction sinus par la fonction cosinus. La
fonction g étant clairement de classe ¢! sur [0, 7], on en déduit que lim Ir(n) = 0.

n—r oo

ou Il (n) =
1

La fonction f (telle qu’elle est écrite) n’est en fait pas définie en 0, mais par équivalence, on déduit facilement
qu’elle est prolongeable par continuité avec f(0) = —1. Il reste a prouver qu’elle est de classe ¢!, c’est-a-dire
(puisque c’est évident qu’elle 'est sur |0, 7]) qu’elle est dérivable en 0 avec une dérivée continue en ce point.
On a, pour tout = €]0, 7] :

(:c 1) . +x 2
— —1)sinz+ - — —.
T 4 8w

2
1
Un petit développement limité donne ¢(z) = ;C— +o(z?), donc lin% f(x) = = La fonction f est continue sur
T T—r i
[0, 7], de classe € sur 0, 7] et sa dérivée admet une limite finie en 0, par le théoréme "limite de la dérivée",
[ estde classe ¢! sur [0, 7], donc lim [;(n) = 0 (question 1).
n—oo

2

=1
Il reste donc Z = I = R
k=1

Premiere partie

. Soit n un entier naturel. Pour tout x €]0,1], on a |f(z)In(z)] < — sup |fn(z)|In(z), la fonction z — In(zx)

z€[0,1]
étant intégrable sur ]0, 1], donc il est de méme de la fonction = — f,(z) In(x), donc w,, est bien définie.

La convergence uniforme de la suite de fonctions continues (f,,)nen assure la continuité de f sur [0, 1], donc

1
/ f(z)In(z)dz existe. On a, pour tout n € N,
0

1 1
Uy, — z)In(z)dz| < ||fr — flleo —In(x)dx,
| r@m@s| < g - 1 [ <

1
donc lim wu, :/ f(z) In(z)dz.
n—oo 0

(@) Soit z € [0,1], (fn(x))nen converge vers 0 ( terme général d'une série convergente ), donc (fy)nen
converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle. L’étude de la fonction f,,, montre que

n nn+3
Il =1 (2) = s

qui tend vers +o00, donc la convergence n’est pas uniforme. Mais elle converge uniformément sur tout
intervalle [0, a] pour tout a € [0, 1].

1 3
-1 —n’(3+ 2
(b) On a / z"In(z) = ——, donc u, = M, donc lim u, = —2. On remarque que
0 (14n)? (2+n)?(n+1) n—o0
1 1
lim fu(z)dx # / lim f,(z)dz, on retrouve une autre fois la convergence non uniforme de la
n—oo 0 n—00

suite de fonctions (fy,)nen vers la fonction nulle sur [0, 1].
(a) La suite de fonctions (fy,)nen converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f définie par f(z) =

{ (1) z i z [10 1 La convergence n’est pas uniforme sur [0,1], car les f,, sont continues sur [0, 1],

alors que f est discontinue en 1.
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1
—1
b) Onu, = " In(z)dx = ———, donc la séri n t la suite (up )nen tend 0.
(b) On u /Osc n(zx)dx e onc asene%u converge et la suite (u,)nen tend vers
(c) Pour toutn € N,ona:

n

_n 1 7" 1xkn:c . ! ) (e — 11n(a:)d:17_ 1x"+1ln(:17)x
Z_:(Hk)?_,;)/o In(e)d _/0 <Z )HM _/0 -z /0 —a "

k=0 k=0

(les deux intégrales existent )

n+1] 1
Pour tout entier naturel n et tout z €]0, 1, on pose g, (z) = :vlin(x) et g(z) = 111(_:5) La suite de
X x

fonctions (g, )nen converge simplement |0, 1] vers la fonction nulle,_de plus Yz €]0, 1], Tgn(:z:)| <|g(z)|.

L gt n(z)
Donc d’apres le théoreme de convergence dominée ona lim N4
n—oo — X
0

1 oo 2
In(x) 1
de=3"— ="
/Ozr—lx Zkz 6

Deuxieme partie

dz = 0, et par suite

1. Ona f,(0) = (-1)", donc (f(0))ren n"admet pas de limite. Si z €]0,1], x — 1 €] — 1,0[ donc ILm fu(z) =0.

Donc (fy)nen converge simplement vers la fonction nulle sur 0, 1]. D’autre part || f,||cc = 1, ce qui montre
que la convergence ne peut pas étre uniforme sur |0, 1]. Ce pendant il y a une convergence uniforme sur tout
intervalle [a,1] o1 0 < a < 1.

2. Soitw €]0,1] etn € N,ona:

/0 (@ = 1) In(a)dz

< /0 [In(x)|dz = o — aln(a).

111%(04 — aln(a)) = 0, donc pour tout ¢ > 0, il existe ag €]0, 1] tel que ap — agIn(ag) < % Par conséquent
a—
1 [eTs)
Up —/ (z — )" In(z)dx| = / (z — )" In(z)dz| < %
[e7s) 0
1
D’autre part, 1Lm (x — 1)"In(x)dz = 0, car (fn)nen converge uniformément sur [, 1] vers la fonction
o
1
nulle. Ainsi il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on ait / (x — )" In(x)dx| < %, donc pour tout n > ny,
ona 0
1 1
[tn| < Uy, —/ (x — 1)" In(x)dz| + / (x —1)"In(x)dz| <e
(e %) [e7s)

Dot lim u, =0.
n— o0

1 1
3. VneN, u, = / (x — 1)" n(z)dx = (—1)”+1/ —(1 — )" In(x)dz = (=1)""*u,]|, donc Z Uy, est une série
0 0 neN

alternée, de plus (|un|)nen est décroissante et tend vers 0, alors la série E uy, vérifiée le critere spécial des

neN
séries alternées, donc c’est une série convergente.

4. Une intégration par parties donne

/1a(1 — )" In(x)dr = n_1|_ 1 </1a (1- :c);Jrl ey In(a)(1 — (1 — a)"+1>

Donc

a 1 1 1— n+1 _ 1
|up] = lim [ (1 —2)"In(z)dz = / (1-2) dx.
a—0 Jq n+1J, T
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— (1 —ax)ntt " . 1 1 1
Comme =14+(1—-2)+..+(1—2)", ondéduit que |u,| = —— |1+ - + ... + —— | . Pour
T n+1 2 n+1
tout k € [1,n+ 1], 1, 2 donc |u,| > ! (n+1) ! d’ott la série E |uy| diverge, donc la
n - — Un| 2 7o\ = ’ Un /
k n+1 (n+1)2 n+1 &

neN

série E u, est semi-convergente.
neN

1 1 p
5. Vn € N, ugy, + uop41 = / (,T - 1)2n + («T - 1)2n+1 ln(x)dx = / (1 - :C)Q”:vln(x)d:v, donc Z(U2n + u2n+1) =
0 0 n=0

1 2 P
/ xIn(z) Z(l — z)*"dx. Pour tout z €]0,1] et tout p € N, on pose g,(r) = = In(z Z 1—2)*etg(x) =
0

n=0 n=0
1
n() . La suite de fonctions (gn)nen converge simplement vers g sur ]0,1] et Va €]0,1], |gp(x)] < |g(z)] =
x

—g(x), g étant continue intégrable sur 0, 1], alors d’apres le théoreme de convergence dominée, on a :
1

1
lim gp(x)d:c:/ g(z)dz,
0

p—o0 0

o0 1
In(x)
‘est-a-di g n = ——dux.
C'est-a-dire Y wu /0 50T

n=0

3 1
6. On vérifie d’abord que les intégrales I = / * In() etJ = / In(z) .On pose z = 1 — ¢, on obtient donc :
0 1

1—2 11—z
7 In(z) UIn(1 —¢t) 2 In(t) 2 In(t)
——dzr = —Zdt = [In(t) In(1 — 1))} — - = —(In2)? /—
Jre= [ e = mma o+ 7 = o 730G
Dot I = J — (In2)?, donc d’apres la relation de Chasles et la question I.4.c) on obtient
2 1
= “(ln2)?
222

D’autre part, on a
2 In(2 : 1 2
E: n_/ / ul I)dx:I—Fan/ T - _m2?-T.
2—x o 1—= o 1—z 2 12

7. (a) Vn € N*,Vz € [0,1], on a |hp ()] < [|hnlloc =

donc la série E hr, converge normalement et
neN*

ne2nt1’
donc uniformément sur [0, 1].

(b) D’apres ce qui précede, on peut intégrer terme a terme la série précédente :

/Olghn(x)dx:g‘/olh

- 1
Comme Vz €]0, 1], Z by () = 2n(_:v)’ on conclut que :
— X
n=0
i 21 :i 12 1:_/1ln($)d:v=7r—2—(1n2)2.
o (n+ 1)22n+ 02—z 12 2
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