DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

Corrigé du devoir surveillé n°6
M.Tarqi

tsin(tu)
Vi

est intégrable sur [0, 1], on conclut par théoreme de comparaison

1
a) La fonction h : t — est continue sur [0,1], eten 1 A(t) = O | —— | et comme
@ o 0 -0(7r=)

1
l'application t — ——
PP T

que h est intégrable sur [0, 1. Donc g est bien définie sur R.

Ly 1 1
(b) Pour touta €]0,1], / —dt = [— V1-— tz} =+/1—a? Ainsi V1 — a2 = = si, et seule-

1 1
ment si,a = /1 — —, donc o, = 1/ 1 — — convient, car il appartient a |0, 1] (u > 1).
U U
1

t

\/1—752) T a-n)

[ ot~ [ (B[ L ()

(c) pourtoutt € [0,1], < d’olt:

lg(w)] < /Oau \/17:—t2 sin(tu)dt‘ + /az \/1t__t2 sin(tu)dt‘
< /0 - \/1’5__752 sin(tu)dt' + /a 1 \/1t__t2 sin(tu)dt‘
< \/EW <COS(ZéuU)> /0 o 5 _1,52)% <C°Sit“)> dt + %

Et comme u < 1, on a finalement |g(u)| < L + 2 + 2 i

Vi Vuo Ve Vu

(a) Le cercle de centre O et de rayon 7 a pour équation 22 + y? = 72. Comme y est positif, on en
déduit que y = vVx? — 22. Donc Vz €] — m, 7], f(z) = V7?2 — a2

(b) Le théoréme de Dirichlet ne s’applique pas car la fonction n’est pas de classe ¢! par morceaux

sur R a causede lim f/(z) =400
T—T
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—37 -7 0 T 3

La courbe représentative de f

2 ™
3. (a) Lafonction étant paire ona pourtoutn > 1,b, = O et pourtoutn € N,a,, = — / f(t) cos(nt)dt.
T Jo

(b) Effectuons une intégration par partie sur a, :

0 — 2 [f(t)sm(nt)] n g/ t sm(nt)dt _ g/ t sm(nt)dt
0 ) 0 T2 2

™ n 0 s n s n

Effectuons ensuite un changement de variables ¢t = 7z :

sin(nmx) 2 /1 x
0

wdx ———sin(nnx)dx

2 [t t
a = — — —
! 7T/0 V2 —(rz)2  n n V1 — 2

2
Ainsi, Vn € N¥, a, = —g(mn).
n

(c) Posons u,, définie par u,(x) = a, cos(nx). On a pour tout z € R et pour tout entier n > 1,

2 3 6
un| < ~—= =

n\/ﬁ_ﬁn

3
2

. 1 . .
d’apres le 1.(c), et comme la série g — converge, la série de Fourier converge normalement

neNx T 2
sur R.

Ce résultat ne contredit pas le 2.(b) car le théoréeme de Dirichlet n’est qu'une condition suffi-
sante pour que la série converge normalement sur R. De plus cette convergence normale ne
donne pas vers quoi cette série converge.

n
(d) Soit S,(f) = % + Zuk D’une part f est continue sur R : en effet f est 2r-périodique,
k=1
continue sur | — m, 7| et f(71) = f(7~) = 0 d’ou f est continue sur R. On a donc d’apres
le théoreme de Parseval, la convergence en moyenne quadratique de (S, (f))nen vers f, soit

Tim [8,(f) = fll2 = 0.

D’autre part on a d’aprés le 4.(a), la série E uy, converge normalement sur R vers une fonc-

neN
tion F', donc la suite (5, (f))nen converge uniformément sur R vers F. La fonction F est 27-

périodique (transfert par convergence simple) et F' est continue sur R (transfert par conver-
gence uniforme de la continuité). On peut donc considérer dans 1'espace %> :

On en déduit donc que la suite (S, (f))nen converge en moyenne quadratique vers F. Par
unicité de la limite, ona F' = f.
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DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

PROBLEME : SERIES ENTIERES ET TOPOLOGIE DE [*(R)
I.QUESTIONS PRELIMINAIRES

1. Pour toute a = (a,)nen de I1(R) et toutn € Non a |a,| < ||a|. Ainsi si ||la|| = 0, alors a,, = 0 pour
toutn € Netdonca = 0.
Pour a et bdans I'(R) etn € N, |a,, + b,| < |ay| + |b,| et par sommation, nous obtenons l'inégalité
triangulaire |la + || < ||a| + ||b]|.
Enfin il est clair que si A € Reta € [1(R), | Aa| < |A|||a]|-
En conclusion, ||.|| est une norme dans I*(R).
Soit (a*)gen une suite de Cauchy de (I*(R), ||.||) avec a* = (a*(n))nen. Donc

Ve >0, Tk e N, Vk> ko, ||a*P —a¥|| <e,

ou encore

Ve >0, 3k €N, Vk>ko, Y [dFP(n) —aF(n)| <e,

n=0

Si n est fixé, 'inégalité [a**P(n) —a®(n)| < ||a**P —a¥|| montre que la suite (a*(n));>1 est de Cauchy

dans (R, |.|), donc convergente.

Posons a,, = klim a*(n) et a = (an)nen. Montrons que a € I*(R) et que ||a* — al| tend vers 0 quand
—00

k tend vers I'infini, ce qui permet de conclure. Soit N un entier naturel et & > k, alors

N
" 1a*P(n) - at(n)] < e
n=0

N
et si on fait tendre p vers l'infini, on obtient Z la(n) — a®(n)| < e pour tout k > ko, cela montre
n=0
que la série Z la(n) — a*(n)| converge, et comme a* € I'(R), il est de méme de a, et alors Yk > ko,

neN
la* —al| <e.

2. Soit a € I'(R), alors Vz € [-1,1], |a,z"| < |an|. Donc la série Z apz" converge normalement et

neN
donc uniformément sur [—1, 1], et comme les applications = — a,2" sont continues, alors I'appli-
oo
cation f, : © — Z anz™ est continue sur [—1, 1].
n=0

I1- FORMES LINEAIRES CONTINUES SUR (I(R), ||.|))
1. Si (up)nen est une suite bornée de nombres réels, alors Va = (a,)nen € I1(R) et toutn € N,ona:

lanun,| < Mlay|

ou M = sup |uy,|. Ainsi la série E anuy, est absolument convergente, donc convergente et sa somme
neN

o0
ola) = Z anuy, est alors bien défini dans R.
n=0
Comme il est evident que ¢ est linéaire, il reste a montrer que ¢ est continue.

N N
> anur| < laglugl
k=0 k=0

Va = (an)neN € ll(R)y
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et donc
lo(a)| < M||al|

Cette inégalité assure la continuité de ¢ et montre aussi que [|¢| < M.
Soit a la suite dont tous les termes sont nuls, sauf le n + 1-ieme, lequel vaut 1, alors |ja|]| = 1 et on
peut écrire

p(a)] = fun| < lellllal = [l

et donc ||| > sup |u,| = M, d’ot
neN

2. Soit ¢ une forme linéaire continue sur (I*(R), ||.||). Notons e,, la suite dont tous les termes sont nuls
sauf celui d’indice n + 1 qui vaut 1. Pour tout a = (a,)nen € [*(R) nous avons :

n [e.e]
a—>Y ey > laxl
k=0 k=n+1

terme qui tend vers 0 quand n tend vers I'infini. Comme ¢ est continue, il vient alors
nh_}ngo Z arer = hm Z arp(er)

ceci montre que la série E arp(ey) converge et a pour somme ¢(a). Posons donc u = (uy)nen avec

keN
u, = p(ep),ona:

un| = [@(en)| < llellllenll = ol

donc la suite (un)neN repond bien a la question.

L/UNICITE : Si Z Ay = Z ane(en), alors
n=0 n=0

Zan Un — (en)) =0

et ceci pour toute suite (a,)neny € I1(R), en particulier pour a = e, on trouve u; — ¢(e) = 0 et
donc u = (¢(ey))nen d’ott 'unicité.

III. SUITES DE (I}(R), ||.||). CONVERGENCES

1. Soita = klim a® dans (I'(R), ||.||). Posons a = (ay)nen. Pour tout = € [~1,1], ona:
— 00

[e.e]

S (a(n) — ay)a”

n=0

00
> la¥(n) — an|[2"|
n=0
00
< ) la*(n) — ayl
n=0

Ainsi || fx — floo < ||a* —al| et par conséquent la suite de fonctions (f)xen+ converge uniformément
vers f sur [—1,1].

’j%(x)__jh(x)’ =

IN
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sinn

. La suite de fonctions ( fy)x>1 est définie sur [—1, 1] par fi(z) = Z
n=1
Siz € [0,1], onpose: A, =sinl +sin2+ ... +sinn,ona A, — A,_1 = sinn avec Ay = 0 et pour

toutp € N:

n

n—+p n
Jroen@) = ful@) = D (A= Au))
n=k+1

n—+p n+p—1
A,z Azt

:Z _Zn—i-l

n=k+1 n=k
B Ak$k+l N An+pl'k+p . n-f:—l ) (:L'n Lt )
N kE+1 kE+p e "“n on+1
n i in
. 1-— 2 1
Comme » e = 6(76.), ona |A4,| < — = — = M.D'ou
1—e¢t |1 —¢€' sini
p=1 2
k+1 k+p ntp-1l, n n+1
x x x
— < M i
fiorp(@) = (@)l < </<;+1 +/<:+p> +n:§k;1 n n+1l
k+1 k+p nip—1 n n+1
x x x x
< M + + — =
<k:+1 k:+p> n:%;rl(n n+1>
201 2M
< < —.
- E+1 ~ k+1
Donc la suite de fonctions (fx)r>1 converge uniformément sur [0, 1].
k .
Sixz € [-1,0], on écrit fr(x) = Z(—l)”smnt” avect € [0,1]( t = —z ). Considérons comme
" n=1 )
précédemment B,, = Z(—l)p sinp, on a, comme précédemment, | B,,| < m = N et donc
— e ™

p=1
2N

2
AinsiVz € [-1,1], Vk € N*,Vp € N, | fiqp(x) — fr(z)| < Pl max{M, N}. Ceci montre que la suite

de fonction (fx)ren+ converge uniformément sur [—1, 1] vers la fonction f définie par :

Ve [-11], fla) =Y Ty
k=1

Si la suite (ay,)ren+ converge dans (I (R), ||.||) vers a = (a,)nen, alors (fi)ren+ serait uniformément
o o

o .
o s sinn
convergente sur [—1, 1] vers x — g apx". Ainsi, par unicité, Vo € [—1, 1], g anzr" = g x".
n=0

n
n=0 k=1
sinn

sinn . .
——| diverge, en effet, si on suppose

Or la série Z

neN*

Cela implique ap = 0etVn > 1, a, = mat
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2 2

. sinn sinn sin“n 1 —cos2n . sin“n
que la série E converge, on a = donc la série E
n n n 2n n
neN* neN*
_sin’n 1 —cos2n . L. cos 2n .
converge. Mais = 5 , et comme on sait que la série E converge ( voir TD),
n n
neN*

1
donc la série Z — converge ce qui est absurde.
neN*
En conclusion, la suite (a*)ien+ ne converge pas dans (I1(R), |.|)-

D’apres 'hypothese, on a :

Ve >0, Jky e N, Vk > ko, Voe[-1,1], Zak(n):nn <e
n=0
En particulier pour z = 0, on a |a*(0)| < & dés que k > ko, ce qui montre que klim a®(0) = 0.
—00

Montrons par récurrence que Vn € N, klim a®(n) = 0. En effet, la propriété est vraie si n = 0, sup-
—
= n—1
posons qu’elle est vraie pour l'ordre n — 1 et montrons la pour 1'ordre n. Soit g (x) = Z af (p)a?,
p=0
pourz € [-1,1]etn € N*, ona:

n—1
lekllee < la*(p)]
p=0

ce qui entraine lim ||¢g|/co = 0. Soit z € [—1,1],
k—o0

00 00 n—1 00
>_dp)a?| = 3 dp)a =) d"p)a?| < llenlloo + | D a (p)a?).
p=n p=0 p=0 p=0
ce qui montre que :
o
(+) Ve >0, ko €N, Vk > ko, Vo € [-1,1], |> a*(p)a?| <e
p=n
o0 [e.e]
Ainsi Yz € [-1,1], |a¥(n)2"| = 3 af(p)a? — 3 aF(p)xP. Ona |a*(p)| < M, donc
p=n p=n+1
ok - [+
— p p_
Vo €] —1,1], Z a“(p)aP| < M Z || _Ml—\x]
p=n-+1 p=n-+1
sion se limite & = € [0, 1], on obtient :
e gl
Z af(p)aP| < M
1-2z
p=n-+1
Ainsi pour z € [0, 1] et en utilisant ()
n+1 xn+1
_g_Ml—:n < aF(n)z" Se—l—Ml_
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En prenant z = e2n, ¢ étant supposé dans |0, 1], on obtient

1

£2n
ja*(n)] < Ve + M—"
1—¢e2n

et ceci pour tout k > ky. Ainsi on bien klim a*(n) = 0.
—00

4. Montrons d’abord que Vn € N, la suite (a*(n))pen- converge dansR.Sik =0,0ona:

|a*42(0) — a*(0)| < || frsp — fulloo

donc (a*(0))xen+ est de Cauchy dans (R, |.|), donc converge. Montrons par récurrence que sur
n € N que la suite (a*(n))zen+ converge.
Supposons donc (a*(n — 1))xen+ converge et montrons que (a”(n))ren+ converge. Vo € [0,1], ona;

[e.e] [e.e]

(@7 (n) —dF(n)z"| <[> (@P(G) =" ()2l |+ | Y (@) — d¥ ()’
j=n Jj=n+1
2t o .
< 2alz—+| > @) = d* ()’
j=n+1

et on conclut usuellement comme cela a été fait en 3. Soit a,, = lim a*(n) eta = (a,)nen.
n—o0

Montrons que a € I(R) et a = klim a*.Ona:V(k,n),|a*(n)| < a,, donc quand k ten vers I'infini,
—00

on obtient |a,| < a,, et comme la série E o, converge, il en est de méme de la série E |a,,| donc

neN
a € I1(R). D’autre part, pour tout k € N*

00 00 N
la* —all = la*(n) —an| <2 Y an+ ) |a*(n) — anl
n=0 n=N+1 n=0

et ceci pour tout € N.

o
Soit alors e > 0 et N € N tel que 2 Z oy, < e. Donc
n=N+1

N
la* —al <&+ la"(n) - anl,
n=0

et comme chaque suite (a*(n)),en+ (1 € [0, N] ) converge vers a,, il existe donc kg € N tel que

N
Vk > ko, > |a"(n) — an| < cetdoneVk > ko, |la® - a|| <2¢, donca = lim o* dans (I'(R), ||.|})-
n=0

k—o0

IV : APPLICATION LINEAIRE % DE [}(R) DANS I!(R)

1. On sait, d’apreés le cours, que si a € I'(R) et z € [*(R) alors la suite a * x est dans I! (R), et que

n=0
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o o
Onapourtoutn € N, [(az)| < Y l|ap|lzy| et donc|laxz|| <> lan| Y |zn| = [laf||]. Ceci

p+qg=n n=0 n=0
montre que l'application linéaire 1), est continue et que [|1),]| < ||a]|.
En prenant z = (1,0,0,...), on a ¥4(x) = a, dot |la|| = [[Ya(2)] < ||[¢all.]lz]| et x| = 1, d’ou
[all = llall
IV : EXEMPLES DE SUITES [}(R)
o0
Pour z € [0,1[, on pose f(x) = Z anx”, il est clair que f est croissante sur [0,1], doncsi N € N,
=0
N n
Nnous avons : Z anz” < f(x), et en faisant tendre x vers 1, il vient :
n=0
N
0< an, < lim f(z)=1L
nzz:(] " z—1- f( )

Ceci montre que la série Z an converge, donc a € [ 1(R), car la suite a est & termes positifs.
neN
L’hypothese a,, > 0 pour tout n € N est nécessaire, en effet, si a,, = (—1)" pour tout n € N, la série
Z(—l)"z” converge sur | — 1,1 et a pour somme f : z — oo qui a une limite en x = 1, mais
T
neN

la suite ((—1)")nen ¢ IM(R).
[e.e]
Pour z € C avec |z|] < 1, on pose f(z) = Zanz”. Soit r €]0,1], on a pour tout # réel, f(0) =
- | n=0
Z anr"e™. Lapplication g : 6 — f(re’) est continue et 27-périodique, donc d’apres le théoréme

n=0
de Parseval, nous avons :

1 o 2 = 2,.2n
o ), 19@) de—n;)mm :

Mais | f(z)| < M pour tout |z| < 1, donc

N
vre[0,1], VNN, > lay[>r*" < M

n=0
Si on fait tendre r vers 1, on obtient

N
YNEN, ) lan|* < M?

n=0

ce qui montre que la suite (|a,|?),en est dans I1(R).

. 2 .
, 5], onasinz > —x, on obtient donc :
™

a, > g n/gx"dx—L
"=\r) ) C2(n+1)’

Comme pour tout réel = € [0

et par conséquent a ¢ [}(R).
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4. OnaVneN, lim (1+ :1:2)[66‘”:1:271] = 0, donc il existe un réel M,, > 0 tel que

|z| =400

Ve eR, 0< a2y, <

)

1+ a2
donc a,, existe dans R.

n ~+o0 R n 2k
Soit N ¢ Nyonas§, = Z ap = 2/ e ¢ <Z :1:_) dx La suite de fonctions (f,,)nen définie
0

!
k=0 k=0 (2k)!
P g2k i
parVn € N,Vz € [0, 400[, fro(z) =€ ¢ Z @0 converge simplement vers f : x + e~ ¢ chx et
k=0 ’

. Z . . Z —eZ N\ 2z \ . z
dominé par la fonction intégrable x — e~ ch z, donc d’apres le théoréme de convergence dominé

la suite (Sy,)nen converge vers 2 / e~ chzdz, autrement dit a € I'(R) et
0

00 +00 )
lla|| = Zan = 2/ e ¢ chadx.
n=0 0

, -zt o ,
5. Pour toutn € N, la fonction f, : x — ), se prolonge par continuité en 1, donc on peut écrire :
—x

n 1 1— x”"‘l

Zak = / sin rx <7> dx
0 1—=x

k=0

. . e . . sin T
La suite de fonctions ( f,,)nen définie ainsi définie converge simplement vers ¢ : = — 1
—x
sinTx .
. D si x €[0,1] hs P
dominé par la fonction intégrable ¢ : = — -2 , donc d’aprés le théoreme de
msix=1

" dz, autrement dit a € I'(R) et
—x

1
convergence dominé la suite (.S, ),ecn converge vers /
0

> Lgin e
lal| = Zan = / dx.
=0 0 1 — X

1o 1o T
t
Ona/ Slmmjdw:/ SH:T dt:/ Smudu(onaposéw:1—tpuisu:7rt).0rpoutue[0,77]
0 0 o u

— X

. u
on peut montrer que sinu > u — — et donc
™

HaH:/ SmuduZ/ <1—E>du=z-
0 u 0 s 2
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