DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP1

Devoir surveillé n°2

Correction

000000OCGDOGCO
EXERCICE

1. On remarque que C' est compact. En effet, C' est clairement fermé. De plus, pour (z1,...,2,) € R, on a
(z1,...,zp)1 =21+ +x, <1, etdonc C est borné. C’est une partie compacte de R™ et f, qui est continue
sur C, admet un maximum global sur C, atteint en a. De plus, puisque f(z1,...,z,) s’annule si un des x; est
nul, il est clair que a €]0, +-o00[™.

2. Posons g(z) = a1 + - - - + apxy. Par le théoréme des multiplicateurs de Lagrange, il existe A € R tel que, pour
touti € {1,...,n},ona
af dg

=\ = \q;.
oz, (a) oz, (a) = A

Or,

of f(a)

6:51- (a) - a; '
Puisque f(a) # 0, ona A # 0 et tous les a; sont égaux (a w). Mais, puisque aja; + - -+ + anan, = 1, 0on en
déduit que f atteint son maximum sur C'enle point (1,...,1). Ce maximum vaut 1. D’'ou Vz € C, 27" ...23" < 1.

3. La question précédente prouve que, si (z1, ..., z,) € [0, +o0o[" satisfait a1 z1 + - - - + @z, = 1, alors

n n
@
H:cil <1= g T,
i=1

i=1

Dans le cas général, on se rameéne a ceci en posant

n
qui vérifie a1y1 + - -+ + anyn = 1. De [] y5" < 1, on déduit I'inégalité demandée.
i=1

Il'y a égalité si, et seulement si, f = 1 ou encore si, et seulement si, x1 = x5 = ... = z,,.

n
> 0T
i=1
4. On pose X = yz,Y = wz,Z = xy et on choisit &y = az = a3 = +. D'apreés ce qui précede (XY Z)5 <
2 S
3 (X +Y + Z), inégalité qui s’écrit encore sous la forme V5 < G avec V = zyz et 2(xy + 2 + yz). On vérifiera

que le minimum de S(z,y, z) = 2(zy + 2 + yz) est atteint pour : x = y = z = Vs, ce qui entraine aussi que, a
volume fixé, le parallélépipede de surface minimal est le cube.

PROBLEME
Partie I

& fi
! 8:013% (.I') =0

1. L'application f : (z1, %2, ..., 2n) — z) est de classe € sur R" eton a V(i,j) € [1,n]? Vo € R"

Donc fi, € 4. On en déduit que f;, o u = uy, appartienta .4".

2. a) On a, pour tout x € R", Jo(f o u) = Jy(s)f.Jou, on obtient donc par identification des coefficients :

Ofou) ~~(0Of Ouy,
= ()

k=1
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b) On dérivant I'expression précédente par rapport a z;, on obtient
O?(f ou) "/ Of 0%uy, "9 of Ouy
dr:0t; z:: (8—:1% ° “) Dr.0z, > oz, (axk “) Oz

_ i<ﬁou> 82uk - - 8uk8ul 82f

O0x;0x; ox; 6—% 0x10xy

oUu

k=11=1

c) SiM € #,(R), M,;; désigne 1'élément de la iéme ligne et la jeme colonne de la matrice M. Pour tout (i, j) €
[1,n]% ona:

(Ho(fouw)yy = Y (@) (Ha(ur))ij + Y D (Jo ()i (Huw) ()i (Jz ()i

Dot Hy (f 0 u) =" Jo(u)Hyugay (f) Jo () + ﬁ(u(m))Hm (ur).

3. a) Il est clair que l'application (V, W) — tr(VW) est bilinéaire. De plus elle est symétrique, puisque tr(VIW) =
tr(WV). Enfin si V = (vij)1<i,j<n € Sn(R), tr(V?) = ZvQ donc tr(V?2) > 0 et tr(V?) = 0 si, et seulement

ij’
si, v;; = 0, pour tout (7, ). Donc la forme est définie posmve et par conséquent c’est un produit scalaire sur
7
b) SiV, = 0,onaV, = 0V4.Si Vs # 0, la condition VS € .7, (R), tr(V41.S) = 0 = tr(V2S) = 0 est équivalent a
dire que (RV;)* C (RVz2)t. Comme (RV;)* et (RV2)* sont des hyperplans, alors (RV;)* = (RV3)* et donc
RViRV;,, d’otr il existe A € R tel que Vo = AV;.

4 2) Onatr(AH,(F) = Y AH ()i = 3> oy (K -y Zaijaﬁ;_(m) — Df(a).
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 v
b) D’apreésla question 2.c), ona: Hy(fou) =" Jo(w)Hy(x) (f)Jo(u) + Z 97 (u(z))Hy(ur), etdonc AH,(fou) =
Tk
k=1
ATy (u)Hy (s Z 6—f H,(uy). D'ott pour tout z € R™, on peut écrire :
k=1

D(fou)(x) = tr(AH.(fouw))
(AL 0) oy (1)) 3 2 () (AH ()

k=1

QD
w

M=
QJ‘Q-)
Qg

E

= (A () Hoay (f) () + (u()) Dy ()

T
k

= tr(A', () Hy(z) () ().

Il
-

car Dug(z) =0 (ur € A).
5. a) Pour toutz € R", onaq(x Z Z 8ijTix; = Z ;T3 +2 Z sijx;25. Donc 3%; = 2s;; et par suite
i=1 j=1 i=1 1<i<j<n
H.(q) = 28S.
b) Puisque ¢ conserve .4, donc g € A = gou € .4 . Ce qui se traduit par tr(AH,(q)) = 0 = tr(AH,y(q)) =

tr( A (u) Hyz)(q) J2 (1) = 0. Or Hy(q) = Hyr)(q) = 25, donc
VS € Zu(R), tr(AS) =0 = tr(J,(u) AT, (u)S) = 0.

On déduit de la question 3.b), de cette partie, les deux matrices A et J,(u)A%J,(u) sont colinéaires, donc il
existe A\(z) € R tel que J,(u) A%, (u) = A(z)A.
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c) Ona, pour tout x € R™ :

D(fou)(z) = tr(AUx(u ) Houw)(f)Jz(w))
tr(J (w) Ay (w) Hoyay (1))

(@) tr(AH y(2)(f))

= Ax)Df(u(x)).

Partie II

)
)

1. a) Les deux matrices J,(u) et A étant inversibles, donc la matrice A\(z)A = J,(u)A'J,(u) est inversible et par
conséquent A(z) # 0.

b) Puisque u est de classe €2, 'application z — J,(u) est de classe ¢! sur R™. Il est de méme de 'application
z + Jp(u)A%J,(u). Donc pour tout (i, j), Uapplication z — A(x)a;; = (Ju(u)A%,(u));; est de classe €!, et
comme A est inversible, il existe au moins un couple (i, j) tel que a;; # 0, donc X est €* sur R™.

c) On a A\(2)I,, = BJ,(u)A%,(u). Par multiplication a gauche par 'J,(u) et a droite par %J,(u)~!, on obtient
donc \(z)I,, =t J,.(u)BJ,(u)A, d’ou A\(z) B =t J,(u) BJ,(u).

2. On a, pour tout (i, j) € [1,n]?:

n

~ ou (9u
Vo € R", Ma)bi; = (Vo(u)BIo(w)ij = > > by 8xp 8xq (z),
i J

p=1g=1

d’ou, Vo € R”,

(1) b 178xk :Z

n n
p=1g=

0?uy, 6uq " Ouy, 0?u,
b Grae o, () + 2.2 vy, 72: ) Ganom;

p=1g=1

=

En changeant (4, j, k) par (k, j, ) on obtient :

_ 0?u,, 8uq "o Bup 0? O%ug
( ) bk] axz - Z prq 817 axk gz pq axk 8171(9:6] (.T)

oA et 0?uy, Ouq & Bup 0? OTug

1g=1 p=1g=1

Par sommation, on obtient donc

oA oA N ou, 0?u, 0?u, duq
bma + bk]a bz]a—xk = ;;bma—u B0z, Zlqzl pqa:C Oz; Oy
& ou, 0*u
= 2 bpg =2 1
1;1 q:Zl P92y, O2;0m;

en utilisant la symétrie de la matrice B.

s cecs . Oup 0? ug
3. Calculons de deux maniéeres différentes : £ = lz; pzq: @i;bpq Dan D20z,
D’une part,ona:
Ouyp 0% uq Ouyp
E:;bpqa—xk (lz Jaxlaxj) :pszqa Duy = 0.
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D’autre part

B Oup 07ug
E = Za” <Z pq 6$k axlaxj>

oA oA
= Zaz] ( ik +bk78 _bija—xk>

N =

; 32 ; bria; + ; S by — = S bias

v =1 i=1 j=1

Mais AB = I,,, donc V(i, j) € [1,n]?, Z aikbr; = { : z ; :; ,d’otlt:
1/0x  OA 6/\ 1 oA
E=- (22 22 r(AB S(n—2)22
. oA
En conclusion, Vk € [1,n],Vz € R", (n— 2)8—(95)
Lk
O

4. a) Puisque n # 2,Vk € [1,n],Vx € R", (n—2)
de cette partie, Vi, j, k,

(x) = 0 et donc A est constant. Donc, d’apres la question 2.

Dy,

Z 3up 8 Uq -
pqaxk (91‘1(91'7

2

Soit U;; la matrice colonne qui admet comme élément de la ¢*™ ligne 3 gq (z). On a donc
LiOT
Ou, 0%u Oy 0?u
by = Ua 28 N () = (4, (1) BUS; )i = 0

; Pq 8Ik axzax Z 8Ik ; pq axzaxj («T) ( (u) ])k ’

ot (Y, (u)BUj;j) est la ki®me composantezdu vecteur %J,(u) BU;;, donc 'J,(v) BU;; = 0 et comme %J,(u) B est
0
inversible alors U;; = 0, donc Vi, j, g, Y _
(91‘1({“)1'7
b) La formule de Taylor-Lagrange a I’ordre 2, appliquée a u,, s’écrit :
3uq ?u, B auq
+ Z Z ('“)9616% uq + Z axz x“

avecd €]0, 1.
Donc u est une application affine. La matrice de la partie linéaire de v dans la base canonique de R"™ est
Jz(u), donc inversible.

c¢) Posons J = J,(u) qui ne depend donc pas de z. On a ‘B.J = AB. Soit q la forme quadratique dont la matrice
dans la base canonique est B, et j ’application linéaire dont la matrice dans cette base est J. On a donc

vz € R", q(j(z)) = Aq(x).

Soit (s,t) la signature de q avec s +t = n.

Si s > ¢, soit E un sous-espace vectoriel de dimension s de R tel que la restriction de ¢ a £ soit positive. La
restriction de ¢ a j(E) ne peut étre négative, donc A > 0.

Si s < t, un raisonnement analogue montre que A > 0.

Si s = t, on ne peut pas conclure : pour n = 2, soit

1 0 1 0 0 1
(o S) e 5) ()

Alors 'J1BJy, soit A = 1 et “JoBJ, = —B, soit A, = —1 et on a des exemples analogues en toute dimension
paire.
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5. Dans ce cas,on a:
2 2
Dy Ot P
Oxzy  Ox5

D’olt Duy = e®* cosza — €*! cosza = 0 et Dug = €' sinzg — €** sinxy = 0, d’otlt la condition (1). On a

1 21 o .
€7t COST2 —e7 SInTo COST2 SINIT2
70 = )= (

eflsinxg €'l cosTs sinxry cosxg

Donc UJ,(u)J,(u) = €2¥1 1, et par conséquent on a la condition (2). De plus J,.(u) est inversible, ce qui entraine
la condition (3). Cependant u n’est pas affine.
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