DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP1

Devoir surveillé n°4
Correction

EXERCICE I

1. Posons S = (s;;)1<i j<n. Par définition, s;; et sj; valent 1 sii + j = 2n + 1, 0 sinon. Donc s;; =
s5j; : la matrice S est symétrique, donc diagonalisable, comme toutes les matrices symétriques a
coefficients réels.

2. Soient s, j, k trois entiers compris entre 1 et 2n. Par définition s;;,s; vaut 1 sii+k = j+k = 2n+1,
etOsinon.Orsii+k=j+k=2n+1,alorsi =jetk =2n+1—i. Donc

2n .. .

1 sii=y
Z %ij%ki =1 0 sinon.
k=1

La matrice S? est donc la matrice identité, donc S est son propre inverse.

3. D’apres la question précédente, X* — 1 est un polyndme annulateur de S. Donc le polyndme
minimal divise X? — 1. Oril n’estégalnia X — 1,nia X + 1 (car S # +I). Donc le polyndme
minimal de S est X2 — 1.

2n
4. Soit v = v(k) un vecteur quelconque de R?". Le terme d’ordre i du produit Sv est Z sikv(k).

k=1
Or cette somme ne contient qu’un seul terme non nul, Correspondant ai+k = 2n + 1, soit

i =2n+1—k:le terme d’ordre i de Sv est égal au terme d’ordre 2n + 1 — i de v. Par définition,
pour tout k, v;(k) = v;(2n + 1 — k) et wi(k) = —w;(2n + 1 — k). Donc Sv; = v; et Sw; = —w;.

5. Par définition si ¢ # j, les termes non nuls de v; et ceux de v; et w; sont d’indices différents.
Donc :

2n 2n
t’UZ"Uj = Z’U@(k‘)vj(k?) =0et tviwj = Zvl(k)w](k) =0.
k=1 k=1
Pouri=j:
2n
tviwi = Zvi(k‘)wj(k‘) =1—-1=0 s
k=1
puis
2N 2N
t’UZ"UZ' = Z’U@(k?)2 =2et twiwi = Zwi(k)z =2.
k=1 k=1
Si P la matrice dont les vecteurs colonnes sont (vy, ..., vy, w1, ..., w,), le terme d’ordre (7, j) de

PP vaut 2 sii = j, 0 sinon. Donc PP = 21 .

6. La matrice Q = %P est telle que Q'Q = %PtP = I. C’est donc la matrice d’un changement de

base orthonormée. Comme les colonnes de P sont des vecteurs propres de S, il en est de méme
des colonnes de (). Donc :

‘QSQ=Q7'sQ=D,
ol D est la matrice diagonale don les n premiers coefficients valent 1, les n suivants valent —1.

7. Sib =0, A = al les résultats sont triviaux.
Supposons b # 0 et écrivons :

QAQ ='Q(al +bS)Q = a'QQ +1'QSQ = al +bD .
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La matrice al + bD est diagonale, ses n premiers coefficients valent a + b les n suivants valent
a — b. Les valeurs propres de A sont a + b et a — b, chacune de multiplicité n. Donc le polynéome
caractéristique de A est (X — (a +b))"(X — (a — b))™.

Comme A est diagonalisable, son polyndme minimal n’a que des racines simples, et il a pour
racines les deux valeurs propres distinctes. Il vaut donc (X — (a + b))(X — (a — b)).

EXERCICE 11

1. Posons l(z) = (Axz,z) et b(z,y) = (x]y), donc ¢ = b o l. Il est clair que [ est linéaire de R"
dans R™ x R" et b est bilinéare, c’est le produit scalaire canonique de R". Ceci montre que ¢ est
différentiable sur R" et que pour tout (z,y) € R, x R",ona:

dgz(y) = dbyz) © dla(y)
= dbyz) o Ul(y) = db(az,) © U(y)
= dbag ) (Ay,Yy)
= (Azly) + (z|Ay) = 2(Azy)
= (gradq(z)[y)

D’ou grad ¢(x) = =2 Zawﬂjj et Z:L’Z -(x) = (grad q(z)|z) = 2(Az|x) =

2q(x).
2. a) D’apres ce qui précede, I'application ¢ vérifie (¢(z)|y) = (Az|y) = f(z,y) pour tout z,y de
R™, de plus si ¢; est une application vérifiant la méme égalité, on aura, (¢1(x) — ¢(z)|y) =0
pour tout z,y de R" et donc ¢ = .

b) Soit # = (e;)1<i<n une base orthonormée de R". Notons M = (m;;)i<i j<n €t S = (Sij)1<ij<n
les matrices de ¢ et f respectivement dans la base %. Pour tout (i, j) ona:

mi; = (p(ej)lei) = fej,ei) = flei,e5) = sij,
donc M = S.

¢) ¢ est un endomorphisme symétrique réel, donc d’apres le théoréme spectral, il est diagona-

lisable dans une base orthonormée (v, vo, ..., v,). Si X = Z X,v;, alors

a(X) = (p(X)|X) = (Z AiXivi] ZXz‘Ui) =Y X7
=1 =1 i=1

3. Si A est une valeur propre de ¢, alors

p(x) = Ar < grad ¢(x) = 2 x < Vi € [1,n], aaj (x) = 2\,

et dans ce cas q(z) = (¢(2)|z) = (Az|z) = A\(z|z).

4. APPLICATION NUMERIQUE : Considérons q;(z,y, z) = 2q(x,y, z) = 2xy + 2yz + 2zz. La matrice
associée a la forme quadratique ¢ est :

A=

= = O

11
01|,
10

et donc xya4(A\) = (A +1)%(2 — \). On trouve ¢(X,Y, Z) = X% — %YQ - %Zz.
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PROBLEME
I. TRANSFORMATION D’ABEL

1. Pour tout entier naturel non nul n, on peut écrire :

n—1 n—1 n—1
> A(by —byps1) + Anby = > Apby+ > Apbpir + Anby,
p=1 p=1 p=1

= Y Ay = Agabg=Aibi+ Y (A, — Ay 1)by
p=1

q=2 p=2

2. Comme (by,)nen+ est une suite monotone et converge vers 0, on a:
e ou bien (b, )nen+ est une suite croissante de réels négatifs ou nuls.
e ou bien (b, )nen+ est une suite décroissante de réels positifs ou nuls.
Quitte a remplacer (b, )nen+ par (—bp)nen+, on peut supposer que (b, )nen+ est une suite décrois-
sante de réels positifs ou nuls.
Soit (n,p) € N* x N. D’apres la question précédente on a :

n+p—1
Sntp = Z Ap(bx — bry1) + Apspbntyp
k=1
et .
Sn= Y Ap(br = br1) + Anbn = > Ap(br — bir1) + Anbna.
k=1 k=1
Donc
n+p—1
Sntp = Sn =Y A(br = bry1) + Aniypbnip — Anbnta,
k=n-+1
d’ou
n+p—1
‘Sn-i-p - Sn’ < Z ‘Ak‘(bk - bk—l—l) + ‘An-i-p’bn-i-p + ‘An‘bn-i-l
k=n+1

n+p—1
< M ( D7 (bk — brg1) + bnap + bn+1> — 9Mby 1y
k=n+1

Comme (by,)nen+ converge vers 0, il est de méme pour la suite (2Mby,41)nen+, donc Ve > 0,
dng € N tel que Vn > ng on a 2Mb,, 1 < €. On obtient donc V(n,p) € N* x N vérifie n > ng
|Sntp — Sn| < €. Ainsi la suite (S),)nen+ est de Cauchy, donc convergente, c’est-a-dire la série
numérique de terme général a,,b,, est convergente.

3. Soit Z(—l)"\un\ une série alternée. Posons Vp € N* a, = (—1)P"! et b, = |u,_1|. Alors les deux
neN
hypotheses de la question .2 sont vérifiées. ( on peut prendre M = 1)
Donc d’apres la question 1.2, Z apb, converge, c’est-a-dire Z(—l)”|un| converge.
pEN* neN
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4. a) Soit x un réel fixé.
esiz <0,|f.(r)] = e *m" tend vers I'infini quand n tend vers l'infini.
esiz =0, |f,(x)| = 1ne tend pas vers 0 quand n tend vers l'infini.

Dans ces deux cas, les séries > fn(x) et Y |fn(x)| sont toutes deux divergentes puisque
n>1 n>1
leur terme général ne tend pas vers 0.

esiz > 0, (| fn(z)|)nen- est décroissante et converge vers 0. Donc ) f,(z) = > (—1)"|fn(z)]
n>1 n>1

est une série alternée, dont le terme général tend vers 0, il est donc convergente d’apres la
question I.3.

La série Z | frn(x)] = Z n—lx est une série de Riemann, donc elle est convergente si, et seule-
n>1 n>1

mentsi, x > 1.

En conclusion, la série de fonctions de termes général f,, est simplement convergente sur

10, +00], et absolument convergente sur |1, +oo].

1
b) Soit x1 € R, 3 €]x1, +oo[. Pour tout n € N* fixé, la fonction z — |f,(z)| = — est décrois-
n

1
sante sur [r1, 73], donc  sup |fn(7)] = —.
T€[x1,22] n
1
Par conséquent : } f, est normalement convergente sur [z1, 2] si, et seulementsi, » —-
n

n>1
si, et seulement si, z1 > 1.

II. APPLICATION A L'ETUDE D’UNE SERIE TRIGONOMETRIQUE

1. Puisque x # 2k, alors e” # 1 et par conséquent :

n

inT

ipr T 1—e
e = e —)-
1—e®

p=1
_ o mCier met menySinE
€2 ez —e2 sin &
Donc
n in(2n +1)2
T sin &t -1 1 S zn —
Zcos(k‘:n =Re Z eP?) = cos(n + 1)= 5> _ 1 + _7952?
2 sin § 2 2 <_>
k=1 p=1 sin
2
et
sinns
x sin
— Py — ;
Zsm kxz) = Im( Z eP?) =sin(n + 1)z ——= 5 s =sin(n + 1)

2o (3)
s | —
2
2. > hp(x) et > gn(z) sont toutes deux convergentes si, et seulement si, la série

n>1 n>1

inx

> (@) +iga(@)) = - —

n>1 n>1

nT
. ; e
est convergente. Mais Vn € N* [¢"*| = 1 donc [—;
n
inT
— est absolument convergente donc convergente.

1
| = —, donc
nS

. L, . (&
e sis > 1,la série E

n>1
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inx
e

e sis <0, le terme général de la série E
n>1

S

cette série diverge.

ne tend pas vers 0 quand n tend vers l'infini, donc

1
e soit s €]0,1]. On pose Vn € N* a,, = cosnz (resp. sinnx) et b, = — . Clairement (b )n,en=
n

est une suite décroissante de limite 0, et il résulte des relations (1) et (2) et des notions da la

question 1.2 :
dM > 0 tel que Vp € N* |4,| < M.

. 5 . L . cos na
Donc toujours d’apres la question 1.2 la série de fonctions Z — (resp. Z

n>1 n>1

sin nx

S

) converge.

. ‘o . cos nx sinnw . 3 i
En conclusion, les séries de fonctions E et E sont simultanément simplement

s
n>1 n>1

convergentes sur R\27Z si, et seulement si, s > 0.
3. a) Il estclair que y,(7) = 0, et Vz €]0, 27|

S

n .
—1 1sin(2n+1)%
/ _ _ - 2
yp(T) = pg_l CoS pr = > + 5 7sin%

o T gin 2n+1t
Vz €]0, 7, yn(x) = U +/ giidt.
2 - sin 5

Posons h(t) =

R
sm(§)
" 1 2 cos(n+ 1)z ™
h(t)si —)tdt = 2 R (t
/m ()sm(n+2) 1 < S —i—/z (t) cos(n +
1
5 1
Ainsi v, () = QW et w,(z) = 21/ (x) cos(n + =z.
sin 5 2

t
b) Vz € [o, flona V¥Vt € [z, 7] C [a, 7] sin% gsin§ <1, donc:

™=

2

Yn(x) —

ou

M:2(5—a)< .1a + sup \h’(t)\>,

2 1
< dt R (t)| (7 — <
T 2n+1 </x sin § +tes[1il?m‘ )] x)) =

pour ¢ € [z, w]. Donc par une intégration par parties on obtient :

%)tdt) .

ce qui montre que la suite de terme général y,, converge uniformément sur l'intervalle [« /]

vers la fonction
T—2x

2

yio - y(a) =

4. a) Il résulte de la question I1.2.(a) que la série ) z, est simplement convergente sur R\27Z,

n>1
elle converge aussi pour z = 2k, donc elle converge simplement sur R.
D’apres la question I1.2.(b), on a pour tout x €0, 7| :

> sin px . T—x
SO i () =

— P n—00 2
p_
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Remarquons que Vn € N¥, Z zp est impaire donc la limite simple Z zp est impaire. D'ou
p=1 p=1

o0
— (—x) T+
V. — 0], g =— .
x €] —m, zp 9 5

p=1
En conclusion :

(o] . o0 .
sin px —x sin px +x
VZEG]O,T[Z P :7T2 , VmG]—ﬂ,O[Z b :_712
p =1 p

p=1

i (=P
b) R 1 E —
) Remarquons que la série 2 1

donc convergente. D’apres ce qui précede

0 i nT & s
T sin F (-n)r 7T—35 w
i(3) =X _7;271—1—1_ 2 4

est une série alternée dont le terme général tend vers 0,

III. CALCUL D’UNE INTEGRALE

In(1
est continue sur |0, 1], et lim M
z—0t X

La fonction f : x — M

In(1+z)
x

= 1, on peut donc prolon-

ger f:xr— en une fonction continue sur [0, 1] en posant

Flz) = w si z €]0,1]

1 six=0

1 1
In(1 ~
Doul = wmg existeet [ = / f(x)dz.

0 0
Soit z €]0, 1] fixé. Appliquons la formule de Taylor-Lagrange a la fonction In entre 1 et 1 + z, il
vient : Vn € N¥, il existe ¢, €]1,1 + z[tel que:

n k n+1 n _1\k—1  \nontl
ln(l —|—x) = - ln(k)( )+ Lln(n—kl)(cn) _ Z ( 1) xk + ( 1) € 7

! !
= k! (n+1)! = k (n+ e,
d’ou
n k—1
-1 1
Vn € N*) |In(1 +z) — (7)33]“ <
k n+1
p=1
Ainsi -
(l+2) & (=)
V. — = ——".
x €]0,1], . Z S
n=1
" . . . R Gt D L
En utilisant le critere spécial des séries alternées, on montre que la série Z ————2"7 " converge
pz1
_1)n—1 -~
uniformément sur [0, 1]. Les deux fonctions = — Z ~— 2" !et f sont définies et continues
n
n=1
sur [0, 1] et coincident sur |0, 1], donc
(e} n_ .
Verl,Z U= f(x).

n=1
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-1 n—1
Par convergence uniforme on peut intégrer terme a terme la série Z Lwn_l sur [0,1], il
n>1 n
vient : - -
1 1 -1 n—1 2
In(1+1¢ -1)" -1 ™
/ gdt:Z/ Lt"‘ldt:Z%:—,
0 t 0 n n 12
p:l n=1
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