DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP1

Devoir surveillé n°5
Correction

Exercice

1 1
1. Puisque sin <\/ﬁ> ~ N on démontre par exemple par le critere de d”Alembert que le rayon de

convergence vaut 1.

2. La suite (sm (f)) est décroissante et positive. D’apres le critere des séries alternées, la
n neN*

série converge en —1.

1
En 1, la série Z sin (f) est divergente, par comparaison a la série de Riemann divergente
n

neN*
> &
neN* \/ﬁ
1
3. a) Lasérie Z sin <f> , qui est a termes positifs, est divergente. Il existe donc un entier N > 1
n
neN*

tel que
Al 1
Zsin <> > M+ 1.
n=1 \/ﬁ

N
. . . . 1 . .
De plus, cet entier N étant fixé, la fonction h : = — E sin <> 2" est continue en 1. Ceci

vn

n=1
donne l'existence de ¢ > 0 tel que, pour tout = €]1 — ¢, 1],

h(z) > h(1) — 1.

Ceci est exactement le résultat demandée.

b) Puisqu’on a une série a termes positifs, la série majore toutes ses sommes partielles. Ainsi, pour
tout M > 0, on peut trouver ¢ > 0 tel que, pour tout z €]1 — 4, 1],

flz) = M.

Ceci signifie exactement que f tend vers +ocoen 1.

4. a) Il est clair que, pour tout z € [0,1], on a

() - ()] =) ()

D’aprés, par exemple, l'inégalité des accroissements finis,

<

1 1 1 1 C
sin { —= | —sin <|— - < .
(ﬁ) (vn—1>’_‘\/ﬁ vn—ll_ngﬂ
La série numérique de terme général n—3/2

male de la série définissant g sur [0, 1].
b) Soitz € [0,1,ona:

(1-z)f(z) = isin (\/17;> "t — Tism <\}ﬁ> 2Tl
- i [Sin <\/15> - i sin <\/7%>] 2" = sin(1) + g(=)

étant convergente, ceci prouve la convergence nor-
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Or, g étant continue en 1, on trouve

lim (1 — ) f(z) = sin(1) + g(1) = sin( —i—Z[sm( )—@a(%ﬂ:o.

Probleme

PARTIE 1

1. Soient f et g deux éléments de .. Pour tout couple (p,q) € N> ettoutx € R,ona:
(f9) () = o7 Z Ch 79 (2)g 0 (@) = 3 Ba? SO (@)gl ¥ )
k=0

Or lim 27f®(z) = lim fgl9=®(2) = 0, ceci implique que lim zP(fg)?(z) = 0, donc

|z| =400 |z| =400 |z| =400

fge <. ,
Soit fi(z) = exp (t:): — x2> Calculons, pour ¢ € N, f(Q)( ).Ona f{(x) = (t — z)fi(z) puis on

montre par récurrence sur ¢ que ft(q) (x) = Pi(x) fi(z) ot P, est un polynéme en z, donc

1 2
vp €N, ﬂﬁpft(q)(fU) = 2P Py(z) exp (2(4” —t)* + 7;) ;

d’ou
lim azpftq)( ) =0,
|z|—+o0

donc f; € .7 et par suite .7 est un sous-espace vectoriel de ¥*° non réduit a {0}.

2. 1l est clair que les applications U,V et H sont des applications linéaires de . dans ¢’*°. De plus

sife Y,| |lim (U £)D(z) = . ‘hm (VD (z) = | ‘lim 2P(Hf)D(x) = 0 ( vérification
x|—+00 x|—+00
immédiate ), donc U, V' et H sont en fait des endomorphismes de .~

Soit f e SetxeR,ona:

(VelU)(H(x) = V(USf)(x)

= z(Uf)(z) = (Uf)(z)

= z(f(z)+ f'(x) - (@f(2) + f'(x)

= 2%f(z) — f"(z) - f(2)

= (Hf - f)z)
DouVf €.7,(VoU)(f) = (H — Id)(f),donc V o U = H — Id.

3.5 f e, | ‘hni (1 + 22)zP f(9(2) = 0 ce qui entraine l'existence d’un réel A > 0 tel que |z| >

Aona [(1+ :n2)xpf(q)(x)’ < 1. Sur le segment [~ A, A], la fonction 2 > (1 + 22)2P £ (z) est
continue, donc il existe N, ; > 0 tel que Vz € [—A, A], |(1+ a;2)xpf(‘1)‘ < N, 4. Ainsi pour M, , =

M
max(1, Npq), ona Ve € R, ‘a;pf(q (x )’ < Tpg
X

4. Si f et g sont dans .7, alors f? et fg sont aussi dans .7, et d’apres la question précédente il existe
des constantes positives M(f) et M (f, g) telles que

M(f)
1+ 22’

M(f,9)
1+ 22

vz eR, |f*(z)] < [f(@)g(z)| <

donc f? et fg ont des intégrales absolument convergentes sur R.
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+oo
5. Si f € ., alors f € ., donc l'intégrale / f(z)g(x)dz est absolument convergente, par consé-

quent I'application -
+oo_
(fo) o [ Ttz

est bien définie.
D’autre part on peut vérifier facilement, en utilisant la linéarité de I'intégrale et les propriétés des
nombres complexes, que cette application est une forme hermitienne définie positive.

L'inégalité de Cauchy-Schwartz s’écrit |(f|g)] < +/(f|f)/(glg) ou encore |I1| < \/To\/T5.

6. Soient f et g de .”, on a, a 'aide d"une intégration par parties,

—+o0
Uflg) = / (@) + F@)g(a)dz

_joooi - +oo too
— [ T@egde+ [Fag@)] - [ T @
= (fIVg)
[f’(x)g(x)ﬁz = 0,carsi f € ., lim f(z) = 0. De méme on montre que (V f|g) = (f|Ug).

x|—400
, ||
D’autre part, on a

+oo
(Hflg) = / 2F(@) — [(@)g(x)de

—00

= [T et | :° g e)da

—00 —

-/ " Fwatete)ds - [Fe)]  + / " g @)

—00 —00

_ / T )atg(w)d + [F@d@] " - / @ @

—00 oo —0o0

= [ @ [ @ @
= (fIHg).
Soit A € C une valeur propre de H, alors il existe f € .# non nul tel que H(f) = A\f et donc
(HfIf) = 1) = A1)
etonaaussi (Hf|f) = (f|Hf) = A(f|f) et comme f est non nul alors A = ), donc \ est un réel.
PARTIE I1

1. Il est clair que uy € .. Pourt € R,ona:

(i) = /_ :O(a@))?exp [2 (m-fﬂ do

+o0
= (a(t))2/ exp [~ (22 = 2tx + 12 — 1%)] du
- +00
= (a(t))? exp(tz)/ exp[—(x — t)?]dx
+o00
= (a(t))2 exp(t2)/ exp(—uQ)dx

= Vr(a(t))? exp(t?)
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: £ . 1 2
Donc si ||ut|| = exp 1 et comme a(t) est positive, alors a(t) = | — | exp | —— |.
™

On vérifie sans peine que Vz € R, Uu(z) = tu(z) et que Vue(z) = (22 — t)ue(x).
2 2

2. Pourt € R, z — exp <t:zc — g;) est dans ., doncsi f € ., x — exp (ta; — > f(x) admet une

intégrale absolument convergente.

3. a) Soitt € R,ona:

Luo(t) = (i)i/;oout(x) exp (_:,;22) da

Dot Vt € R, Lug(t) = 1.
b) i Site€ Retxz € Ralorswu(x) € R, donc
“+o00 “+o00
L) = [ w@)f@ds = [ u@ s = wlh).
ii. Pourt e R,ona:

LoV = [ atew (- %) (@)~ ') da

—0o0

= af(t) /+oo exp (tx - 3322> xzf(x)+ /+00(t — x)u(z) f(z)dz

—0o0

= /:)O tug(x) f(z)dx

= L))

iii. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a pour toutt € R :

st ()] = [(2) o () [ o =)
(/m exp (2tz — 2?) dx) ’ 7]

—00

1
400 3
</ exp (t2 + 2tz — 2 —t2) dw) (Kl

2 1
exo (55 ) VAol = 1)

IN IN IN
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|
8

—¢2

Donc vt € R, |L(f)(t) exp <4> ‘ < IfII.

2
4. a) Lafonction (z,t) — f(x)exp (ta: — 2) est continue et admet une dérivée partielle par rapport

2
x . . . A
at:(z,t) = xf(x)exp | txr — - ) qui est continue sur [—n, n| X R, ceci entraine que F,, est de
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classe ¢! sur R et que

+n

VteR, Fl(t) :/

xf(x)exp <ta: - x;> dzx.

b) Pourtoutt € Retn € N,ona:

IF' (1) — G(t)| < /_: exp (m - x;) |2f (z)|dz + /;OO exp <m - x;) 2 f (z)|dx

N

-n $2 +oo l‘2
< / exp (tox - 2) |z f(x)|dx —i—/ exp <t0m - 2> |z f(x)|dx
—c0 n
x? x?
oltexp (tgxr — — | = sup exp|tx— — |. Le terme a droite tend vers 0 ( reste d’une in-
2 te[—A,A] 2

tégrale convergente ) indépendamment de ¢ € [—A, A]. Ceci montre que la suite de fonctions
(F},)nen converge uniformément vers G sur tout intervalle [-A, A] de R ( A > 0). De méme
on montre que la suite de fonctions (F},),en converge uniformément vers F' sur tout intervalle
[—A, Al deR.
c) D’apres le théoreme du cours et les questions précédentes, F' est dérivable sur R et F' = G.
5. D’apres ce qui précede L f est dérivable sur R et pour tout¢ € R,ona:

t +oo

+00 +oo
@O = —5 [ t-ou@ied g [ su@i@ds g [ o) feis

—00 —0o0 —0o0

2 2

—00 —0o0

—1 [t e
_ ! (t — z)u(z) f(z)dx + E / zuy(z) f(x)dx

= s ) [ i@

2 J_ 2/«
+oo +oo
! / i} u(z) ' ()de + / () ()
1 [ree
-3 / @)W ) @)

1
D'ou (Lf) = i(L oU)f.
6. Une vérification immédiate montre que (Lo H)f = Lf +2Id x (Lf)'.
PARTIE 111

1. On sait que (L o V)ho(t) = t(Lho)(t), donc Lhy(t) = t"Lho(t) avec Lho(t) = 71, donc V¢ € R,
Lhn(t) = wit",

+00 2
2. a) Soit f € .7 telle que Lf = 0, comme a(t) > 0, alors / exp (tm — :152) f(z)dx = 0. On peut

2

+o0
vérifier facilement que 'application — / exp <tz — 3;) f(x)dz est de classe € sur R et
—00

qr +o00 x2 +oo 1‘2
Vn € N, dt"/ exp (tac — 2) flx)dx = / exp <tm - 2) 2" f(x)dr =0

—00

donc

/+OO ug(x)z" f(z)dz =0

—0o0
Donc on a montré que Lf = 0 entraine Lg,, = 0 pour tout n € N.
La réciproque est clair, car si Lg, = 0 pour tout n € N, en particulier Lgy = Lf = 0.
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N
b) Posons P = Z a, X", donc

n=0

N +o00 2
0= L(Pho)(t) = Z an/ exp <tx - 2) x"ho(z)dx
n=0 o0
N 2
= Z d— (/ exp <tx - x) ho(:n)dx>

= " dt" 2

D'ouVt € R,
2 N
e (1) = oo () S0
n=0

avec (@, un polyndme de degré n, donc a,, = 0 pour tout n, donc P = 0.

3. Soit f € & et P un polyndme tel que f = Pho.Si Lf = 0, alors Vt € R, Lf(t) = 0etdonc P =0
d’apres la question précédente, d’ot1 f = 0 et donc L est injective sur &.

4. Lasolution générale de I’équation différentielle 2ty' +y = Ay est de la forme y(t) = k|t| T otk est

une constante réelle. Pour que cette solution soit de classe ¢ il faut que € N, c’est-a-dire A
est de la dorme 2n 4 1 avecn € N.

Soit A une valeur propre de H, alors il existe f € .’ non nul tel que Hf = Af, la question 6. de
la partie II implique que Lf est solution de I'équation différentielle 2ty + y = Ay, comme L[ est
¢, alors A\ =2n+1,n € N.Donc t(Lf)'(t) =nLf(t),dou Lf(t) = kt", k € R.Il existe o € R tel
que L(af)(t) = watm.

Si f € E,alors L(af)(t) = Lhy(t) et donc af = hy,, donc f € Vect(hy,).



