DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

Devoir surveillé n°2
Correction

Probléme I

PARTIE I

1. Toute fonction continue sur [0, 1] est bornée sur [0, 1]. On a donc ¢ C .
% estnonvideetsi f,g € € et A € R, alors f + \g € €. € est donc un sous-espace vectoriel de Z.

2. Par définition,ona Vf € %, | f| > 0.
Ona

I/l =0« sup |f(z)| =0 Vee(0,1], f(z)=0.
xz€[0,1]

|| 1| est donc nul si, et seulement si, f est la fonction nulle sur [0, 1].
Les autres propriétés sont évidentes.

3. (a) Soit (fn)nen une suite de Cauchy de (4, ||.|| ), pour tout z € [0,1], ona:

”fp(w) - fq(x)” < pr - fq”oo'

Cette inégalité montre que la suite (f,,(z))nen est de Cauchy dans (R, |.|), elle donc conver-
gente vers une limite qui dépend de x.

(b) La suite (f)nen étant de Cauchy dans (4, ||.|«), elle est bornée, il existe M > 0 tel que
VYneN, |fu]] <M.Ona:

Ve e [0,1,Vn €N, [fu(z)]| <M

Pour z fixé et faisant tendre n vers +oo, on obtient Vz € [0,1], [/f(x)|| < M ce qui montrer
que f € A.

(c) Soite > 0,3dng € N:
Vp.q = no = Va € [0,1], [|fp(e) — fya)] <.
Si n fixé supérieure a ng, en faisant tendre ¢ vers +o0o, on obtient :
Vp 2 ng = Vr € [0,1], [[fp(z) - f(z)ll <e,

ce qui montre la convergence de (fy,)nen vers f dans (4, ||.]|c)-
Toute suite de Cauchy dans l'espace (4, ||.||«) converge donc vers un élément de #. L'espace
(%, ||.]l) est donc complet.

4. Soit (fn)nen une suite d’éléments de ¢ qui converge vers f € . Montrons que f € % . En effet,
Vxo,z € [0,1],ona:

1f(z) = f(@o)lloo = [l f(®) = fr(z) + fu(z) = fulzo) + falzo) — f(20)o0s
d’ou
1f(z) = f(@o)lloo < [If (@) = fu(@)lloo + | fn(z) = fr(z0)lloo + [ fu(z0) = f(20)]lco-

Comme ( f,)nen converge vers f our la norme ||.||~, il existe ng € N tel que Vz € [0, 1], Vn > ny,

1 () = fr(@)llo < 5 et[[f(x0) = fa(z0)lloo < §
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Fixons maintenant n en prenant par exemple n = ny de fagon que les deux dernieres inégalités
soient vérifiées. Alors, la fonction f,, étant continue au point z, il existe a > 0 tel que :

e = ol < @ = [|ful@) = fulao) oo < 5.

Dong, en posant ||z — x¢|| < «, il est certain que

1 (@) = flzo)lloo <€

ce qui montre la continuité de f au point z, et par conséquent f € €. Donc € = %. Le sous-espace
¢ est donc fermé dans 1'espace complet (4, ||.||oo ). Il en résulte que (%, ||.||o) est complet.

PARTIE I1I

1. Le fait que I est une norme sur ¢ résulte des propriétés de l'intégrale des fonctions continues sur
un segment.
L'intégrale d'une fonction positive ou nulle est positive ou nulle. On en déduit que I(f) > 0.
D’autre part, 'intégrale sur [0, 1] d"une fonction continue positive ou nulle est nulle si, et seulement
si, la fonction est nulle.
Comme on a |f| > 0, on en déduit

I(f)=0&Vxe[0,1], f(z)=0.

Les autres propriétés sont évidentes.
2. (a) OnaVvz €[0,1], f(z) < ||fl]loco- On en déduit

1 1
1(f) = /0 1 (@)lde < /0 1Flldz = 1£oo:

c'est-a-dire I(f) < || fllco- Il suffit donc de prendre k = 1.
(b) Soitn € N. La fonction f,, est affine par morceaux. Les seuls points éventuels de discontinuité

1 2 : . ,
sont z = — et x = —. Des calculs simples montrent que f,, est continue en ces deux points. On

n n
adoncVn e N*, f, €.
On vérifie facilement que || fp||co = n et I(f,) = 1.

(c) Des égalités || fnllco = n et I(f,) = 1, on déduit que l'application f % n’est pas bornée
sur €\{0}. Les deux normes ||.|| et I ne sont donc pas équivalentes sur &.
3. (a) Pour tout entier n > 2, la fonction g, est affine par morceaux. Les seuls points éventuels de

. o 1 11 , '
discontinuité sont v = -~ et z = - 4+ —. Des calculs simples montrent que g,, est continue en

n
ces deux points. On a doncVn > 2, ¢, € €.

fn(2)
/‘ffn
0 | 2 1z
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Pourp >n > 2,onaVz € [0,1], gp(x) > gn(z). I(gp — gn) est donc l'aire de la partie du plan
limité par les deux courbes de g, et gy,

Yy
1

0

d’ou
1 1 1 1 1/1 1/1 1

Igp—gn)==(1x-)+(=-=)x1-=(=x1)==(===).
2 P nop 2 \n 2\n p
) 11 1 /1
Il en résulte Vp > 2,Vn > 2, I(g, — gn) = = |— — —|. La suite | — est de Cauchy dans R.
2in p N/ ,eN

Pour tout ¢, il existe donc un entier ng tel que

1 1
'<2z—:.

VnZ”O, szn()v ‘___
nop
On en déduit que
Vn > ng, Vp>mno, 1(gp—gn) <e.

La suite (gy)n>2 est donc une suite de Cauchy dans ¢ pour la norme 1.

(b) Supposons que la suite (g, )n>2 converge vers une fonction g € ¢.On a

; = 1
Ha—9) = [ Tlo@do+ [* 7 lgu(w) — g@lde+ [ 11— g(w)lde

2 ' n

On en déduit les deux inégalités :

1

1) /0 * lg(@)lda < I(gn — g),

et
1
@ [, 1= g@d <o 9)

1
De (1) etde li_>m I(gn,—g) = 0, il en résulte que /2 |g(z)|dx = 0 et donc g est nulle sur [0, 5} .
n—oo 0

1 1 1
Soit zg € ] 3’ 1} , il existe ng € N tel que Vn > ng, z¢g > 3 + —. De I’égalité (2), il en résulte donc
n

1 1
VYn > ny, |1 — g(x)|dx < I(g, — g) et donc / |1 — g(x)|dx = 0, puis Vx € [x0, 1], g(x) = 1.
Zo

o

1 1
D’ou Vx € ] 3 1], g(z) =1.0na lim g(x) =1letyg <§> = 0. La fonction g n’est donc pas
T
. 1 .
continue au point -, ce qui est absurde.

Donc la suite (g, )n>2, qui est de Cauchy dans (%, I), ne converge pas dans €. Il en résulte que
(¢,I) n’est pas complet.
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Probléme I1

PARTIE I

1. L'application X — (F|X) est une forme linéaire sur .#,(R) non nulle car (F|F) # 0. Par consé-
quent son noyau H est un hyperplan de .#,(R).

2. Ona
1 0 --- 01
11 -+ 01
B=|:: Do
1 0 11
1 0 0 1
n
Posons Y =! F X, alors on a pour tout i € [1,n],y;; = frixri, et donc
k=1
n n n—1
(F|X) = Z Z fritei = > fmzin + Y fenTrn + Y foeTen.
i=1 k=1 k=1 k=1 k=2

Carsii=koui=mnoui=1,alors fy; = 1 etsinon f; = 0. On obtient donc

(FIX) = Zxkl-i-zwlm-szkk

3. Puisque (F|F) # 0, alors F € H+. Donc .#,(R) = H & Vect(F). Notons py la projection orthogo-
nale sur H. Remarquons que
M = (M —pu(M)) + pu (M)

Donc pour tout U € H, le théoréme de Pythagore donne :
IM = U|? = IM = pu (M) + pu (M) = U||* = [|M = pu (M)|[* + ||lpu (M) = UP?,

puisque M — py (M) € H+ et py (M) — U € H. Le calcul precedent montre que || M — U||?, et donc
|M — Ul|, admet un minimum qui est atteint en U = py (M), et qui vaut

min M = Ul = [|M - pu(M)]
Comme M — py (M) € Vect F, alors il existe A € R tel que M — py(M) = AF et donc A\(F|F) =
(M|F) = (pa(M)|F) = (M|F), d’ot

(F'|M)
[Tals

M —pg(M) =

Finalement, d(M, H) = %
4. Ona: o
IFIP =33 fZ=n+2n—1)=3n—2

1=1 k=1

Donc: ||F|| = v/3n — 2.
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5. (a) Ona:
00 -~ 01
10 - 01
B: I
10 -~ 01
10 0 0
doncrg(B) =2
(b) Ona:
10 --- 00
10 -+ 01
B2: ..
10 -+ 01
00 -+~ 01

donc rg(B?) = 2.
On en déduit rg(B) = rg(B?) = 2.

(c) D’apres le théoreme du rang on a : dim(ker(g)) + dim(Im(g)) = n, donc pour conclure il suffit
de montrer que ker(g) N Im(g) = {0}.
Si z € ker(g) N Im(g), alors g(z) = 0 et il existe un y tel que * = g(y). Donc ¢*(y) = 0.
Ainsi y € ker(g?). Mais ker(g) C ker(g?) et dim(ker(g)) = n — 2 = dim(ker(g?)), car rg(B) =
rg(B?) = 2. Donc ker(g?) = ker(g). On a donc y € ker(g) donc = = g(y) = 0. Par conséquent
ker(g) & Im(g) = R™.

(d) Prenons une base % = (ey, ..., en—2,€n—1, €,) adaptée a la somme directe
R™ = ker(g) & Im(g).

On a g(ex) = O pour tout k € [1,n — 2] et g(ex) € Im(g) = Vect(e,—1,e,) pour tout k,
spécialement pour k € {n — 1,n}. Donc

Maty(g) = < 8

De plus rg(g) = rg(Matz(g)) = rg(B’)

semblable a une matrice de la forme 8

O, > avec B’ € #5(R).

o]

Donc B’ est inversible . Par conséquent B est

= 2.
O /
g | avec B’ € GLz(R).
(e) 1l est clair que tr(B) = 0 et que tr(B?%) = 2. Soient a et b les valeurs propres de B’ a priori
quelconques (pas forcement distincts) dans C.

B’ est trigonalisable dans .#>(C). Donc B’ est semblable a une matrice de la forme < g Z >

0 b
Or, d’apres la question précédente, on a d'une part tr(B) = tr(B’), donc a+b = 0. D’autre part

2, 12
2\ _ 12Y amiv 2 12 _ a® +b" =2
) done tx(1%) = (1), st + 12 = 2. alors { "

2
oti ¢ € C. Donc B’? est semblable a < a” c(a+0) )

(O O
B? est semblable a O B2
On en déduit directement que : Sp(B’) = {—1, 1}.

(f) On pose E\\(F) le sous espace propre de Fassocié a la valeur propre A de F'. On a alors :

x€E\(F)<= Fx=Xt <= (I, + B)x = \x < Bx = (A — 1)z.
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Donc Sp(F') = {1 + u/p € Sp(B)}, d’ott E)\(F) = E\_1(B). On note x le polynéme caracté-
ristique d"une matrice M quelconque. On a alors :

B=X""2\p=X"2(X+1)(X-1)

et
Sp(B) = {-1,0,1}.

Et puisque m(1) = m(-1) = 1 m(\) désigne l'ordre de la multiplicité associée a la valeur
propre \), donc dim(E_;(B)) = dim(E;1(B)) = 1.

D’autre part dim(Ey(B)) = d (ker( )) = n — 2, et par conséquent Sp(F') = {0,1,2} avec :
dim(Ep(F)) = dim(Es(F)) = 1 et dim(F, (F)) =n — 2.

6. Calculons (F|P(‘F)),ona:
(F|P('F)) = tr('"FP('F)) = tr(S('F)) avec S(X)= XP(X).
Or, d’apres ce qui précede, dim(Ey(F)) + dim(E»(F)) + dim(E (F)) = n, donc :
R" = Ey(F) @ Eo(F) & Ey(F),

c’est-a-dire F est diagonalisable donc 'F' également. Ainsi S('F) est semblable a la matrice diago-
nale

diag(S(1),...,5(1), 5(0), S(2)).
Donc tr(S('F)) = (n —2)S(1) + S(0) + S(2) = (n — 2)P(1) + 2P(2), d’ou, en tenant compte de la
question 3. de cette partie,
|(n —2)P(1) 4+ 2P(2)] '

PARTIE 11
1. (a) D’apres la caractérisation de la borne inférieure, on a :

Ve >0, Jy € H tel que d(xo, H) < ||zo — y|| < d(z0, H) + ¢.

1
En particulier, pour € = on avec n € N, il existe y,, € H vérifiant
1
d(zo, H) < [lzo — yull < d(zo, H) + o
Donc il existe une suite (yy,)nen+ d’éléments de H telle que Vn € N*,  lim ||zg—yn| = d(zo, H).
n—o0

(b) Pour toutn € N,ona

lynll = [lyn = 20 + ol| < [lyn — zol| + [[oll,

et puisque (||zo — Yn||)nen+ est une suite bornée, car elle est convergente. Donc(||yn||)nen
est bornée. Donc, d’apres le Théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite (y¢(n))neN
extraite de (y,)nen qui converge dans E.
Comme E est de dimension finie, tous ses sous-espaces sont fermés, cela veut dire que H est
fermé de E, donc lim y,,) € H.

n—oo
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(c) Par continuité de la norme, on a :

i [[z0 =yl = llzo — Hm gl l-
Notons lim y4,) = yo. On obtient, par unicité de la limite |[xg — yo|| = d(zo, H). Donc il
n—-+0o

existe yp € H tel que ||zg — yo|| = d(zo, H).

2. (a) Par définition, ker(h) = h=({0}) avec {0} est un fermé de R. De plus, 'image réciproque
d’un fermé par une application continue est un fermé, donc si h est continue alors ker(h) est
un fermé dans E.

(b) Supposons que h est une forme linéaire non continue, donc elle n’est pas continue en 0, d’ot1 :
VA>0, Jx € E, |h(z)| > K||z||.
En particulier pour A = n + 1 avecn € N, il existe z,, de E vérifiant :

()| > (04 1)[nl].

oy, _ h(z,)
Donc h(z,) # 0. On peut donc poser t,, = hzn)’ et donc h(ty,) = h(wn) let
o h(a)] T+ 1

Donc lim ¢, = 0.
n—oo

D’autre part, ona Vn € N, h(t, —to) = h(tn,) —h(tp) =1—1=0.DoncVn € N, t, —ty € H et
lim (tn - to) = —to.
n—oo
Or H étant un fermé, donc —ty € H, ceci est absurde du fait que h(—ty) = —h(tp) = —1. Donc
h est bien continue si ker H est un fermé dans F.

(c) Ona: H C H,donc H # .
Soient z,y € H et soit A € R. Il existe donc deux suites (z;,)nen et (yn)nen d’éléments de H

telles que lim z, =z et lim y, = y. Dong, par linéarité de la limite
n—o0 n—oo

T+ /\y = ngr—ir-loo(znn + /\yn)

avec z,, + \y, € H pour tout entier n. On en déduit que z + \y € H D’ou H est un sous
-espace vectoriel de E.

(d) Puisque H C H,ona H = H et dans ce cas H est fermé. Sinon H & H, et dans ce cas on doit
montrer que H est dense dans F.
Soit a € H\H etsoitz € E.Ona h(a) # 0 car a ¢ H. Donc, on peut écrire

e ()

aveca € H et

h(z) h(z)

———=a | =h(x) — =0.

h <:L' h(a) a> () h(a) =0

a € H C H.Puisque H est un sous-espace vectoriel de F, z € H.Ce qui donne :

h(z)

h(a)
E C H.On en déduit que H est dense dans E.

Alors x —
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PARTIE III

1. Soitz € H+. Puisque H est dense dans F, il existe une suite (x,),en d’éléments de H qui converge
vers x.
OnadoncVn € N, (z|z,) = 0. Mais, par continuité du produit scalaire, la suite (z|z, ),en converge
et 1i_r>n (z|z,) = (z|7). Donc (z|z) = 0, et par conséquent z = 0. Donc H+ = {0}.
n o
2. OnaH® H'=H®{0}.Dou H® H = H.
3. Pour tout z appartenant a E, il existe une suite (z,,)ncn d’éléments de H qui converge vers z. Or,
d’apres la définition de la distance et du fait que Vn € N, z, € H,ona:
0<d(z,H) < ||z — x|
De plus lim ||z —z,||=0,douVx € E, d(xz,H) = 0.
n—oo

4. Sid(z, H) est atteinte, alors il existerait un zp € H tel que 0 = d(z, H) = ||z — 2o|| et donc x = zp et
x € H.Laréciproque est évidente.
En conclusion d(z, H) est atteinte si, et seulement si, z € H.

Classe MP2 8/8 M.TARQI



