DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

Devoir surveillé n°3
Correction

Exercice

1. L'application ® est bien définie de 2 dans 2. Soit (r,t) € Q. La relation ®(z,y) = (r,t) s’écrit

sous la forme
{ Vat+yt=r

v_,
X

Donc il existe un unique couple (z,y) € Q tel que ®(x,y) = (r,t), c’est le couple définie par

T Tt
, . Ainsi ® réalise une bijection de €2 sur Q2. On vérifie aisément que 2 est
(\/1—|—t2 \/1+t2> ] 1

un ouvert ( par image réciproque d'un ouvert par une application continue ) et que ® ainsi
que ®~! sont de classe €.
La matrice jacobienne de ® est donnée par :

x y
Vat eyt Va? g
Y 1
x2 Yy

2. OnaV(rt) € Q,onag(r,t) = fo®(rt). Donc g est de classe €' comme composée de
deux applications de classe ¢!, d’ot1 g € E.

3. La linéarité de l'application 7" : f —— T'(f) découle de celle des applications dérivées par-
tielles. De plus si f € E, T f € E, donc T est un endomorphisme de E.

_f Og Or 89 ot G_f zdg y Oy
4. Lesformules du cours donnent: g;@ g 9g gw gg gﬂc on en déduit g;@ 7 gg wzagt _
8y ~or 8y ot 8y 8_y r 8r T Ot
. _of _9f oy
DouV(x,y), Tf(z,y) = :L'a +y ay rar(r,t),

5. f € Eysi, et seulement si, ng (r,t) =0, donc g(r,t) est de la forme g(r,t) = h(t) ot h est une

fonction de classe ¢! d'une seule variable.
Donc
Ey={hot/h € €' (R)}.
6. Soit A € R. La relation T'f = \f s’écrit V(r,t) € Q, r%(r, t) = Ag(r,t), donc g(r,t) = h(t)r?
ol h est une fonction d’"une seule variable. Ceci montre que tout réel A est une valeur propre
de T et que le sous-espace propre E) est 'ensemble des fonctions de la forme

A
(z,y) —> h (%) (x> +9°)2,
ol h est une fonction d’une seule variable de classe €.

Probleme

Partie I
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1. Puisque u admet n valeurs propres distinctes, donc son polyndme caractéristique scindé a
racines simples, donc u est digonalisable, c’est-a-dire £ admet une base de vecteurs propres
de v dans laquelle la matrice de u est diagonale.

N , N 4
2. (a) Hestclairqueuov = (Z aiu”l) = <Z aiu’> ou=uvou.
i=0 i=0
(b) Soit B = (e, e, ...,e,) une base de vecteurs de u telle que u(e;) = Aje;. Alors, pour
touti € [1,n], onav(e;) = P(u)(e;) = P(\;)e;, ceci montre que E admet une base de
vecteurs propres de v, donc v est digonalisable.

(c) D’apres la question précédente, Sp(u) = {P(\;)/i € [1,n]} etdetv = [ P(\).
i=1
3. (a) On vérifie facilement que le polyndme caractéristique de A est ya = X > — 1, donc
Sp = {wy, = 5 Jk € [0,4]}.

(b) Les calculs montrent que B = 515 + A + 24% 4+ 343 4+ 44 D’apres la question 2., on a
4
Sp(B) = {Q(w)/k € [0,4]} etdet B = ] Q(wg),
k=0
oQ =5+ X +2X2+3X3 +4X%

(c) On vérifie aisément que (2 — 1)(52° + 42% + 323 + 222 + 2) = 5z.
(d) D’apres ce qui précede

=5 x wh 15 x 5% x w0 x w? 15 x 5% X wf

4
detB = Q@) =11 = @ o —wii—w) ~ 5xw

= 3x5%

4. (a) Puisque uov = vouw, alors, pour tout i € [1,n], u(v(e;)) = Aiv(e;) € Ex, = Vect(e;),
donc il existe p; € C tel que v(e;) = pie;.

(b) L'application ¢ est linéaire, injective et les espaces de départ et d’arrivée sont de méme
dimension finie, il en découle que ¢ est une bijection et on en déduit le résultat deman-
dée.

(c) Ona, Vi € [1,n], v(e;) = nie; = P(u)e;, donc v et P(u) coincident dans une base, donc
v = P(u).

5. (a) i=iid’apres4.a).
ii=iii d’apres 4.c).
ili==i d’apres 2.a).

(b) L'application ¢ : P —— P(u) est un morphisme d’algebre de C[X] dans .Z(F), donc

%, = Imy est une sous-algebre de .Z(E), donc est une algebre sur C. De plus

VP,Q € CIX], P(u)Q(u) = Q(u)P(u),

donc ¢, est une algébre commutative.

d
—4 —4 2 000
P= 3 0 1 |.OnadoncP 'AP=D=|0 1 0
2 1 0 00 2
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(b) Ona BA = B*=B3B = AB.
Soit B € .#3(C). Si B3> = A alors B et A commutent. A admet trois valeurs propres
simples a savoir 0, 1 et 2. Donc A est diagonalisable et les sous-espaces propres de A sont
des droites. B commute avec A et donc laisse stable les trois droites propres de A. Ainsi
une base de C? formée de vecteurs propres de A est également une base de vecteurs
propres de B ou encore, si P est une matrice inversible telle que P~! AP soit une matrice
diagonale D alors pour la méme matrice P, P~ BP est une matrice diagonale A. De
plus
B*=A& PA3P'=PDP ' < A%’ =D & A =diag(0,c1,£2V2)

avec €3 = €3 = 1, ce qui fournit neuf solutions distinctes.

-4 -4 2 51 -2
On peut prendre P = 3 0 1 |puisPt= 1 -2 5 |.Doules solu-
2 1 0 3 -2 6
tions de ’équation (1) B = A:
00 0 —de1 +3e2V2 81 —4eaV2 —20e; + 126572
PlO0e& 0 |P'= 3e0V2 —2e9V/2 6ea2 /2
0 0 evV2 €1 —2¢) Be1

ouel =e5 =1

Partie II

1. Soient A € Sp(v) et z € E)(v). Puisque A et B commutent, alors u et v commutent et donc
comme z € Ey(v),onav (u(x)) =u(v(z)) =u(Az). Dot (u(z)) = Au(x) car u est linéaire
et par conséquent u (z) € Ey(v).

2. (a) Si B admet une unique valeur propre A, puisque par hypothese B est diagonalisable

alors B est semblable a la matrice A/3. Il existe donc une matrice () inversible telle que

B=qQ ()\Ig) Q_l = Mj.

(b) La matrice A étant diagonalisable, il existe une matrice P inversible telle que PlAP
soit diagonale. De plus, P~1BP = P~ (\I3) P = \I; est diagonale. Donc il existe une
matrice P inversible telle que P~ AP et P! BP soient diagonales.

3. (a) Par définition d'une valeur propre, on a pour tout i € [1, 3], dim E), (v) > 1. De plus, v
étant diagonalisable, et ces trois valeurs propres étant distinctes, on a également

3
> dim By, (v) = 3.
=1

On peut donc conclure que VA € Sp(v), dim E)(v) = 1.

(b) D’apres la question I1.1, si z € E)(v) alors f(x) € Ej(v). Or Ey(v) est une droite
vectorielle donc = et u () sont colinéaires. Enfin, x étant non nul, on en déduit qu’il
existe 1 € R tel que u () = px.

(c) L'endomorphisme u étant diagonalisable, il existe une base de vecteurs propres de v.
Le résultat précédent prouve en outre que tout vecteur propre de g est également un
vecteur propre de v. On peut donc conclure qu’il existe une base de E' composée de
vecteurs propres communs a u et v.
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4. (a) Ona E), (v) N Ey,(v) = {0}, de plus v étant diagonalisable, on a donc
dim Ej, (v) + dim E), (v) = dim(E),
ce qui prouve que E), (v) et E),(v) sont supplémentaires dans £. D’ott
E = E) (v) ® Ex(v).

(b) Puisque E), (v) et E, (v) sont supplémentaires dans E, et comme E, (u) C E, alors pour
tout z € £, (u) il existe un unique couple (x1,z2) de Ey, (v) X Ej,(v) tel que

T =21+ T2.
Onaalors u (z) = pz d’oltu (1 + x2) = (21 + z2) etdoncu (x1) — pxy = pro—u (z2).

Or d’apres le résultat de la question I.1, puisque z; € Ej, (v), alors u (z1) € E}, (v), et
donc f (x1) — px1 € Ey, (v). De méme u (z2) — pxa € Ey, (v).

Or E), (v)NE),(v) = {0},doncu (x1) — pz1 = pxe —u (z2) = 0. Onadonc u (z1) = px;
et u (z2) = pxe, d’ou la conclusion.

(c) Le résultat précédent prouve que pour tout x € E, (u), il existe z; € Ey, (v) N E,(u) et
x9 € Ey,(v) N Ey(u) tel que 2 = x1 + 2. On a ainsi démontré :

Eu(u) = (Ex, (v) N Eu(u)) + (Exy (v) N Eu(w)) -

De plus, si z € (E), (v) N E,(uw) N (Ey,(v) N E,(uw)), alors z € Ey (v) N Ey,(v) donc
x = 0, d’ot1 le résultat :

(Epu(u) N Ex, (v) & (Bu(u) N Exy)) = Eu(w).

En juxtaposant une base de E), (v) N E,(u) et une base de Ey,(v) N E,(u) on obtient
donc une base de E,,(u) constituée alors de vecteurs propres de v.

(d) D’apres le résultat précédent, chacun des sous-espaces propres associés a u, possede
une base constituée de vecteurs propres de v. En juxtaposant ces bases, v étant diagona-
lisable, on obtient une base de £ composée de vecteurs propres communs a u et v.
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