DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

Devoir surveillé n°4
Correction

Exercice 1

1. Siz <0, le terme général de la série Z fn(z) ne tend pas vers 0, donc la série Z fn diverge. Si
neN neN

x> 0,alors 0 < f(z) <e™™ (In(l+xz) <xsiz > 0)etlasérie géométrique Z (e™*)" converge,

neN*
donc la série Z fn converge. Donc D =]0, +o0].
neN
2. Ona | fnllo = 1, donc la série Z fn ne converge pas normalement sur D.
neN*
o0
Sin € Netxz € D,alors R,(x) = > fr(x) > for1(x), donc ||Ryllec > |[frs1l] = 1, donc || Ry ||eo
k=n+1

ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers 1'infini, donc la convergence de Z fn n'est pas uniforme
neN*
sur D.
3. Sur [a,+o0[, f, est décroissante donc majorée par f,(a), donc la convergence de Z fn estnormale
neN*
sur [a, +00.
4. On a, pour tout xz > 0,

0<flz Z 1—6

Donc lim f(x) = In(2).

T—r00

5. La convergence de Z fn est normale donc uniforme sur chaque [a,+o0o[ (a > 1) et les f,, sont

neN
continues, donc la somme f est elle-méme continue sur chaque [A, 4+o0o[, donc f est continue sur
10, o0
Chaque f,, est de classe ¢!, avec f(z) = T donc |f)(x)| <ne ™™ <ne ™ =0 <—2> pour
n

tout z € [a,+o00[ (a > 0), donc on a convergence normale de Z ), et simple de Z fn, donc f est
neN neN

de classe ¢! sur chaque [a, +oc[, puis f est de classe ¢! sur |0, +oc].

Soit maintenant p € N* fixé et @ > 0. On peut montrer par récurrence que pour tout £ € N¥,

PP (e7%)em®
- (1+e—nm)k ’

ol P, est un polyndme . Si on fixe k € N* et a > 0, on a alors :

1
vneN,  sup [f(x)] < nfeT™ sup |Pi(x)] =0<—2>'
z€la,+oo z€[0,1] n

Par conséquent, d’apres le théoreme du cours, f est de classe €7 sur |0, +o0].
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6. Onsait que 0 < In(1 + e~ ") < e~ "%, on obtient donc :

—2x
0< f(z) —In(2) —In(1 +€7) Ze_"le_e
. flz)—In(2) ~ s
donc xll}l}_loo p— =1, donc f(x) — In(2) €
7. Pour x > 0 fixé, on pose u,(t) = In(+e~*). On a donc f(z Z uz(n). L'application u, étant

décroissante, doncon a:
n

/nn+1 ux(t)dtgux(n)g/ g (t)dt.

n—1
Par sommation, on obtient :

n

n+1 n
/0 Uy (t)dt < Z:ux(k‘) < u,(0) +/0 g (t)dt.

" 1 [ In(l
Le changement de variable s = e~'* fournit / ug (t)dt = — / Mds.
0 e

x —nz S

In(1
La fonction s In(1 +5) est continue sur |0, 1] et se prolonge par continuité en 0 ( par 1 ), donc
" In(1
lim Uy (t)dt = / Mds, d’ou 'encadrement :
n—oo Jq T Jo S
1 (1In(1 1 (TIn(1
x Jo S x Jo S

on obtient donc I'équivalence

~ 1 tIn(1+s) 2
f(ﬂf)m—>o+5/0 Tds = 192"

1
( pour la valeur de I'intégrale / ln(l%s)ds voir le devoir libre n°6 ).
0

Exercice 2

2

1. Soit z € [0,1] fixé. La suite <$

2
alternée Z (=" <m i

n b L Z . Z .2 Z
5 ) est convergente, d’apres le critere spécial des séries alternées.
neN*

Toujours d’apres le théoreme des séries alternées, on a :

ka

k=n+1

5 > est décroissante, positive et tend vers 0, donc la série
n
n>1

np1 T2+ n+1 < n+2
(n+1)2 |~ (n+1)2

Vn € N* V& € 0,1], |Rn( ‘ 1)

est uniformément convergente sur [0, 1].

2
Inégalité qui montre que la série Z (=" <m n—g i
neN*
Pour tout z € [0, 1] et toutn € N*, on a:

[\

X

o) = 55 +

S|
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. . . . 1 .
Donc la série g | fr.(z)| converge si, et seulement si, la série g — converge, donc la série g fn(z)
neN* neN* neN*
n’est pas absolument convergente.

2. (a) Lasuite (a),en+ étant décroissante et positive, donc minoré et comme pour toutn € N*, on a
ay, < aq, la suite (a),en+ est donc bornée.

Soit M = sup |ay,|. Pour tout z € [0, 1] et toutn € N*, ona:
neN*

|jﬁ($)|§ O»—-$)A4$n.

La série géométrique Z z" étant convergente ( =z € [0,1[), donc par comparaison, la série
neN*
Z fn(z) est absolument convergente, donc elle est convergente.
neN*
(b) Pour toutz € [0,1], f/(z) = ayz™ (n — (n+ 1)z), donc la borne supérieure de f, est atteint

en " etsa valeur est Il frll fn (x) n )" 1 n n

T, = = fo(2n) = - =

"4l oo T amAn n+1 n+1 "(n+ 1)+l
la

On a || fulleo ~ ——, donc la série E fn est normalement convergente si, et seulement si, la
en

neN*

A . . L. L. e
série E || frlloo €st convergente ou encore si, et seulement si, la série numérique E — est

neN* neN*
convergente.
0 ) 0 . xn+1
* n+ _
3. (a) Pourtoutx € I et toutn € N*¥, kzgrlx Zw =1_%
n

(b) Pour tout x € I, on al'inégalité :

oo

|Rn($)| = Z O‘kxk(l - :L') < 04n+11'n+1 < apga-
k=n-+1

Cette inégalité montre que la série Z fn converge uniformément sur [0, 1[.
neN*
(c) Pourtoutz € [0,1[etn € N, ona:

“+oo
[Ru(z)] = > apa*(1—a)
k—n+1
ST S
k=n+1 k=n+1
+oo
= "t + Z (ak—ak—l)ﬂfk
k=n+2
Z an+lxn+a

car o < oy—1, donc 0 < a1 < sup |Ry(z)| et donc la convergence uniforme de la série
z€[0,1]

g fn, entraine la convergence de la suite (o, )nen- vers 0.
neN*

Probleme
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Premiere partie

. 1 n .
1. Pour tout réel x > 1 et tout entier naturel n > 1,ona: 0 < — < / e d’ot1 pour tout entier
n n—1

N N +oo
1 dt dt 1
oSy st [t [ gty

n=1

naturel N > 1:

. ) 1
Ceci montre que la série E — est convergente.
neN*

~1D*(Inn)k
Vn € N¥, f,, est de classe € sur |1, +oo et Vk € N*, Vz €]1, +oo], fF)(z) = M

n(E

Pour tout k € N, la série Z £ converge simplement sur |1, oo, puisque :

neN*
Va €]1,400], lim n's f,sk)(x) = lim % =0.
n—>+00 n——+o00 p 2

Pour tout k € N*, la série Z f,sk) converge normalement, donc uniformément, sur [a, +oo[ car :
neN*

(Inn)* < (Inn)*

Vn e N*,Vz € [a,b], | (z)| = = |£{F(a)]

n® n
. . L, . / i . 2 .
En particulier les séries E ey E f et g fr sont uniformément convergentes sur tout inter-

neN* neN* neN*
valle [a, +oo[ contenu dans I.

Supposons que la série Z fn converge uniformément sur I =|1, 400, alors | Ry ||}0%+00[ = sup |[Ry ()]

neN* zel
tend vers 0 quand N tend vers l'infini. Mais Va > 0 et VN, N’ € N*avec N’ > N,on a
N’
L I
> <IRv(@)] < [IBRNII
n=N+1

Ceci entraine, quand z tend vers 1 et N’ tend vers +oo, I'inégalité contradictoire

[e.e]

1
Z <R 17
> L eryiL

n=N+1
puisque la série harmonique est divergente.

Le méme raisonnement montre que les séries g f) et g /) ne sont pas uniformément conver-

neN* neN*
gentes sur /.

2. (a) Les séries Z ey Z /), sont simplement convergentes sur [ et la série et Z f/ est uni-

neN* neN* neN*
formément convergente sur tout intervalle [a, +00[ contenu dans I. Donc la fonction ¢ est de

classe ¢ sur |1, +o0| et
Wk € {1,2}, Ve €)1, +oof, (P(z)=3Y" M

n
n=1

En particulier Vz € I, {'(z) < 0 et ("(z) > 0

Classe MP2 4/8 M.TARQI



DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

e 1 nodt oo dt oo dy
(b) OnaVnzlethel,/ —mg—wg/ —xetdonc/ —ngN(x)g/ —,d’ot
n t n n—1 t N+1 N t

I'inégalité demandée :
1 1
< < ——m—.
(x —1)(N + 1)1 — By (@) < (x —1)N=—1
Comme Ry(z) = ((z) — Sn(z), alors pour tout z € I ettout N € N*, ona:

1 1

< < —— .
(c) Pour N =1, ona pour tout x € I, I'inégalité :
1
1+ ———— < <1
t e Ss@ st
‘ou i = li =1.
doug;)rg((a:) —I—ooetx_lgrloo((a:) 1 1
La derniere inégalité s’écrit encore 2o=1 <(x—-1)(¢(z) —1) <1, comme lim1 pre 1, alors
T—r

(x —1)(¢(x) — 1),511 ou encore ((x), 511 + ﬁ

3. (a) Pour calculer une valeur approchée de ((4), il suffit de choisir Sy (4) comme valeur approchée
ol N est donnée par I'inégalité Ry (4) < 107S.
e Pour = = 4, on a I'inégalité :

1
(4—1)(N + )31 < Rn(4),

donc il suffit de choisir N tel que 3(N + 1)3 > 10°. Un calcul avec Maple donne N = 69 et
C(4) ~ Seo(4) = 1,082322.

e Pour z = £, on trouve N = 174 et C(%) ~ Sira(%) = 1.126732.
e Pour x = 3, on trouve N = 707 et ((3) ~ S707(3) = 1.202055.
(b)
z |1 400 —
¢'(z) -
400 ’

(() \ 2
) 1

a
o 1 2 3 4 5 [ 7 8

Tableau de variation et courbe de (.

Deuxieéme partie

1 1
1. (a) Soit F' une primitive de la fonction continue ¢ - — — 7= SUr 10, +00[, on a donc
n

on(u) = F(n+u) — F(n —u).

F étant de classe ¥"*°, c’est la primitive d"une fonction de classe ¥*°, donc ¢,, est de classe €*°

1
sur [0, 5}
On a clairement ¢,,(0) = 0 et ¢, (u) = LI
i) = Pulth) = (n—u)* (n+u)

et par conséquent ¢/ (0) = 0.

—, donc ¢, (0) = 0. De méme ¢y, (u) =
x J—
(n4+uw)*+  (n—wu)*tl
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(b) On a, pour toutn € N*\{1} et toutz € I,

/n+%dt+ 1 _/“+%dt+/"+l 11 dt_/"+%dt_1_f()
wy BTN T ey e )T oy e T T

(c) Appliquons la formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre 3 a la fonction ¢, :
2 1 2
1 1 ( ) " 1 2 1 (3)
=) = A2l — — ¢
@ <2> #n(0) + 590 (0) + “5- ¢ (0) + 5 /0 5 o (t)d

+§
- @_ ) ()dt.

[N

1 1
Drautre part, o) (t) = —2(z+1) < T T e ) , on obtient donc, pour ¢ € [0, 5} ,
I'encadrement 5
——— < o® @) < — )———.
(33+ )(n_l)m_;.Q—SD () $(33'+ )(n+1)z+2
D’ou ) )
1 [2 2z(z +1) 1 1 [2 2z(x +1)
Sl i< o, (=) <2 [ T2 2 gy
8/0 0= 2 et = =¥ (2) : 8/0 e
ou encore

(x+1) 1 z(z+1)
24(n 4 1)=+2 < ¢ (5) = 24(n — 1)z+2’

N

n+s5
(d) On sait que —¢y, <1> = / ’ ﬁ — fu(x), d’ot

2 _1 "
2
1
z(z+1) nta dt z(z+1)
24(n + 1)z+2 = /_1 te ful) = 24(n — 1)z +2
Donc
r(r+1) 2 dt r(r+1) 1
(*) 24 Z (Tl + 1 x+2 - Z /_ RN ) 24 Z (Tl _ 1)x+2'
n=N+1 n=N+1 n=N+1
On a aussi
Z / sdt 1 i 1 1 1 1
naN a1 dn— tr 1—;pn:N+1 (n+%)w—1 (n_%)x—l x_l(N_i_%)x—l
D’autre part,
f: ! r+2 :RN_1($+2)§ ! 41
) (n—1) (x+1)(N -1)
et
f: R Ryi1(z+2) > !
(n+ 1)z+z — N = (z+1)(N + 2)7 1
n=N+1
en reportant dans I'inégalité (), on obtient I'inégalité demandée :
T 1 T
< — R < —
24(N +2)z+t — 1\*! n(@) < 24(N — 1)=+1
(x—1) <N + §>
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2. D’apres la question précédente, Vx > 1 et VN € N*, ona:

1 T
— — < Rn(z)
=T 7 24(N — 1)7 T
(x—1) <N+%> ( )

Cette inégalité permet de donner des valeurs approchées de ((x). Donc pour calculer une valeur
approchée de ¢(x), il suffit de choisir Sy (z) ott N est donnée par l'inégalité Ry(r) < 1076 On
trouve les valeurs suivantes :
¢(1.1) 10.584448
¢(1.01) ~ 100.577943
¢(1.005) =~ 200.577579

12

Troisiéme partie

1. (a) Ona, pour tout z €]0, +oo[ et n € N*:

(gj)_ (m)_#_/nﬁ-lg—i_/ng_#_/nﬁ-lg<0
gt R O Y A A N RIS ) S

n 1 k+1 dt
donc (g, (x))nen- est décroissante. De plus g, (x) = Z <— - / —) > 0, donc la suite
k

k= tr
k=1
gn(T))nen+ est décroissante et minorée ( par 0 ), donc elle est convergente.
p 8
oo dt 1
Sur]l,—l—oo[,onag(yc):C(ac)—/1 ——C( ) — 71
"ﬂ’ et dt
(b) Soitp € N*etn € N*.On a g, 4p(x ngrk — — /
k= n+1
L /k+1 dt 1
(k+1)* — )i, t* ~ k"
donc
n—l—in:—l 1 . n+p—1 /k+1 dt n+p—1 1
k=n (k ™ 1)96 a k=n k e k=n K
Donc
1 1 B n—l—in:—l 1 n+p—1 1
n+pt nt k+1)* k*
k=n

IN
3
1=
L
??‘
_|_
,_.
3
M%“
A
—
ko
_l’_
=
E &

n+p—1

B Z # _/n-l-pg
D’ou
@) —ga(@) <0
g S (@) — (@) <0

On obtient I'inégalité demandée en tendant p vers l'infini.
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1
(c) Soita > 0.On a pour tout z € [a, +0o0|, |g(z) — gn(z)| < —, donc la suite de fonctions (g, )nen-
n

converge uniformément vers g sur tout intervalle [a, +oo[ inclus dans |0, +oco[, comme les gy,
sont continues sur |0, +o0], il est de méme pour la fonction g.

2. Sur l'intervalle |1, +o0o[, ona g(z) = ((x) — [ par continuité de la fonctiongen1,ona:

xr —

o) = tim o) = tim (¢) - 7).

z—1t z—1t r—1
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