DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

Devoir surveillé n°5
Correction

Exercice

. Ona F'(z) = f(z) et F(3) = 0, une intégration par parties donne :

(S

c(F) = B F(z)z*dz
_ 173 1 ? k+1
= |:F(:L')l’k+1:|;1 s f(z)z" " dz
F(d) 1
= (k—|—1)22k+1 - k+1 k-l—l(f)

n 1 n
2 2
CH@P@dr =Y a [ f@tde =Y aa()
=z k=0 2 k=0
(@) Soit0 < h < % eth <a<1-—h.Ona ¢, estpaire et ¢ (t) = 1__2ht2, d’ot1 le tableau de variation
de ¢h'
:B 0 1 // 1 \\

Tableau de variation et courbe de ¢.
(b) Sit €] —h,h[, ¢n(t) > 1, donc nli_)nolo[m(t)]" = +o00.
Sit €] —1,—h[Ulh,1], ¢n(t) < 1, donc nli_}rrgowh(t)]” = 0.
Sit = +h,ona ¢,(t) =1, donc nli_}rrgowh(t)]” =1
Nous avons

—a

—h —h
vn(a) = / (Gt dt + / (Ga(t)]"dt + / Gn (D"

-1 —h h
—h —h
Il existe ty €]a—1, h tel que/ [6n ()]"dt = (1—a—h)[¢n(to)]" etdonc lim [dn (1)]"dt =
a—1 n=0 Ja—1
0 —h h
Il existe t; €] — h, h[ tel que / [6n ()] dt = 2h[pn(t1)]" et donc lim [ (t)]"dt = 400
_h n—oo J_p
a h
Il existe to €]h,a] tel que / [0n(8)]"dt = (a — h)[pn(t2)]" et donc lim [ (t)]"dt = 400
h n—oo —h

En conclusion lim v,(a) = +oc.
n—oo
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(c) Lafonction g : [a — 1,a] — R est continue et vérifie g(t) > m pour tout ¢ € [a — 1, a], donc

/ " OOt => m / " Gu(0)]"dt = muv(a).
a—1 a—1

D’autre part, on sait que le vp(a) = 400, donc il existe ng € N tel que Vn > ng, v,(a) > 1et
n o
donc

/ g@®)[pn(t)]"dt > m >0
a—1
des que n > ny.

1
3. (a) f étant continue et f(0) # 0, donc il existe 0 < h < 3 tel que Vz € [—h,h], f(z) # 0. On

peut supposer f(x) > 0 pour tout € [—h,h|, donc f est minorée par un nombre stricte-
ment positif dans l'intervalle [—h, h]. Supposons que Vk € N, ¢,(f) = 0, donc par linéarité

1

3
/ f(z)z"dz = 0 pour tout polyndéme P a coefficients réels, et comme = — [¢p,(x)]" est une

-1

Fl

1
2
fonction polynomiale, alors / f(@)[én(x)]"dz = 0, mais ceci est en contradiction avec le ré-
—1
E2

1
sultat de la question 3. ¢) (avec a = 3 )- Donc les ¢ (f) ne sont pas tous nuls.

Si f(zo) # 0 pour zg e]%l, %[, considérons fi(x) = f(zo — ), donc fi(xg) # 0. D’autre part,

1
To+5

! )
[ s@len@ras = [ o~ tlontan ~ et [0 pi@ionteo - o1t

0—3 x0+% -1
1
2
Le méme raisonnement faite au debut de cette question montre que / f(z)[on(x)]"dz > 0 (
-1
Ex

1
aveca =x + 3 ), ce qui est absurde.

(b) Il est clair que I'application f + (cx(f)ren est linéaire. Supposons que c;(f) = 0 pour tout

-11
k€ N,si f # 0 alors il existe un x € } -,z { tel que f(xo) # 0, donc d’apres ce qui précede

272
-11
les ¢ (f) ne sont pas tous nuls ce qui est impossible, donc f = 0 sur ] 53 [ et grace a la
-11
continuité de f, f est nulle sur [7, 5} .

PROBLEME : EQUATION DE GAUSS

Partie I : Quelques résultats préliminaires

1
1. (a) Pour tout z €] — 1,1], la fonction § — ————— est continue sur [0, q , donc intégrable
1 —22sin’0 2
1
sur [O, q . De méme , pour tout = €]0, +oc], la fonction 6 — est continue
2 Vcos20 + 22 sin? 0

sur [0, g} , donc intégrable sur [0, g} . Donc F et GG sont bien définies.
(b) Six €] —1,1[alors V1 — 22 €]0, 1], donc

F(v1-22) =

g/’é de _g/’é de
TJo 1—(1—22)sin?20 7 Jo /1—sin26+ 22sin?0

= G(z).
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1—cosf

2. (a) Lafonction§ — est continue sur } 0, g} et se prolonge par continuité par 0 en 0, donc

sin 0
. . 2 ™
cette fonction est intégrable sur [O, 5] .

9
- = Z, d’ou:
S1n 9 CcOS 3

—cosf  sin

(b) Ona L

= —2[In(cos g)]og =In2.

(c) Il est clair que h est continue sur |0, +00[x ]0, g [ comme rapport et composé de fonctions

1-— 0
continues. De plus'inégalité 0 < h(z,6) < ;(;S, valable pour tout (z, 8) €]0, +o00[x }O, g [,
S1n
montre que h est continue en (0, 0).

(d) En utilisant le changement de variable on obtient une nouvelle expression de G :

G(x)—g/g 40
™ Jo \/sin29—|—3:2cos29.

On obtient donc la relation :

h(z,0)do.

Q
2
|
x
2
I

|

b

™
Par théoreme de continuité des fonctions définies par une intégral, I’application x +— / h(x,0)dé
0

est continue sur [0, 400, en particulier

lim (G(z) — K (x)) = > /2 h(0,0)d6 = 2 /2 L—sing %1.
0 0

z—0 T T cos 0

(e) Pourtoutx > 0,ona:

1 1
K(:L")t:'ios"g/ d = 3/ S
T mJo 2221 —-t2) TSy /1+1_x—m2t2

e Siz €]0, 1], on utilise le changement de variable u = Qt, donc :
K@) = 2 T _a
™1 —a2Jo V1+au?
.2
— W%—x? [ln(u +V1+ u2)]01T
= 77”/12__3:2 (111(1 + M) - ln:n)
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e Siz €]1,4+00[, on utilise le changement de variable u = t donc:
x
z2—1
2 = du

a2 —1Jo \/1—u
\/_

2 .
Py larcsin(u)], ©

yu

. Si:nzl,K(a:):g/ cos 0df =
0

Pour z €]0,1[, on a

Glz) = K(@)+> / h(z, 0)d6

™ Jo
5 x
= n(l++v1—22)— ln:z:—l——/ h(x,0)dé
7T\/1—3:2 —:L'2 0 (,9)

2
oF ——ln:n—l——2ln2
7r T

2 4
Dot G(z) = ——Inz + —In2 + op+ (1).
s s

(f) D’apres la formule de la moyenne il existe 6y €]0, 5[ tel que G(x / =
\/cos2 0 + 22 sin 6
1
,donc lim G(z) =0.
V/cos? By + 22 sin 6 T—00
3. Onsaitque\/_ 1+222n t" pourt €] —1,1[, doncpourz €] — 1,1[etf € [0, F], on a:
; 1+ Z 2 sin?" .
V1 — 22sin? 22n
2n)! 2n)!
La derniere série converge uniformément en 6 sur [0, 7| puisque |%$2" sin®" ] < %xzn
et la série Z 22n n' " converge. Donc on peut intégrer terme a terme cette série, d’our :

o ™ o
2 2
i—l > = Tsin®0do =1+ 27",
/ —— —i—n 22n n' 77/0 sin + > (won)“x

n=1

x |1 +00 — 0

(() \ 2
) 1

4

o 1 2 3 4 5 [ 7 8

Tableau de variation et courbe de (.
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5. Supposons qu'il existe a € R tel que Fi = aGj, donc Vx €]0,1], Fi(z) = aG;(z), en particulier
Fl(%) = aGg(%) = aFl(%) ( la question 1. (b) de cette partie ), donc a = 1. D’autre part, 1'égalité
111%1+ Fi(z) =« 111%1+ G1(z) entraine 1 = aoo ce qui est absurde. Donc F; et G ne sont pas propor-
— —

tionnelles

Partie II : Solutions de I’équation de Gauss

1. En dérivant et en remplagant dans I'expression de .Z(f), on trouve :

Vo €] = R, R, Z(f)(x) = —a1+ Y (n*an-1 — (n+ 1) an41)z".
n=1
Donc by = —ay et ¥n € N*, b, = n%a,_1 — (n + 1)%a,11.
2. Supposons que (.¥) admet une solution développable en série entiere au voisinage de 0, notée f.

o0

Posons f(x) = ) apa™ pour z €] — R, R[ ot R > 0 désigne le rayon de convergence de cette
n=0

série. D’apres ce qui précede f est solution de (.7) si, et seulement si, a; = 0 et Vn € N*, a,,11 =

2
n
( > ap—1, donc agp+1 = 0 pour tout p € Net

n+1
(2 1)° @)\
azp = 2 a2(p—1) = 22p(p!)2 ao-

Donc f(x) = (1 + > wgpx2p> ag = apF(z) et R =1.
p=0

3. La fonction g vérifie (z® — x)g¢"(x) + (32% — 1)¢'(z) + xg(z) = 0 pour tout = €]0, 1], donc g est
10, 1[-solution de (.¥).

4. L'ensemble de solutions de (.*’) est un espace vectoriel de dimension 2.
Sur |0, 1], F; et G; sont deux solutions de () qui sont linéairement indépendantes, donc elles en-
gendrent 1’espace de solutions.
Sur | — 1,0[ F est solution de (.¥), on note F; la restriction de cette fonction sur | — 1,0[. Posons
Ga(z) = Gi(—x) pour z €] — 1,0[. Les deux fonctions sont deux solutions linéairement indépen-
dantes de (.%) sur | — 1,0[.
Sur | — 1, 1] F' et G sont deux solutions linéairement indépendantes de (.¥).

5. Ontrouve A(t) = —t* +t2et B(t) = —t3 — t.

6. Pourt e J,ona:

(2 = t1)g"(t) = (8 + 1)g' (t) + g(t) = —*[(t = ) f"(t) + (3¢° = 1) f'(t) + t(2)].
Donc si f est J-solution de (.¥), alors g est J-solution de (&).

7. Si I =]0,1], alors J =]1,4o0]. Si f est J-solution, alors ¢t — ¢ f(t) est I-solution, donc tf(t) = F\(t)
puis F(t) = % f(t). Donc les |1, +oo[-solutions de (.¥) sont des combinaisons des fonctions ¢ —
%Fl(t) ett %Gl(t).

De méme les | — oo, —1[-solutions de () sont des combinaisons des fonctions ¢ — %Fg(t) et
1
t— ;Gg(t)
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