DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

Devoir surveillé n°6
Correction

Exercice

1. Il est evident que f est continue sur R, puisque HIBI f(z) =a=f(0) = 1110(()1+ f(x). Pour que f soit positive
Tz—0" Tr—r

sur R, a doit étre positif.
—+oo

2c
= —. Donc f est une

0
aezln2j|
oo In2

D’autre part, f étant paire, donc / o
n

— 00

0
f(z)dz = 2/ f(z)dz = 2[
" cers . In2 -
densité de probabilité si, et seulement si, o = -

1
2. (a) Lafonction z — zf(x) étant continue sur Retona xf(z) ~ o <—2) au voisinage de +oo, donc E(X) =
x

—+oo
/ zf(x)dzx existe et comme z — x f(x) est impaire, alors E(X) = 0.

La fonction de répartition la variable aléatoire X est définie sur R par :
F(z) = / f(t)dt.

. SixﬁO,F(:c):/ f(t)dt:l eln2 _ gr—1

e
oo 2
0 v 2/ [° v 11,
— 0o 0 0

— 00

[\

(b) e Pourz<1,pX <z,X>-1)=0.

¢ Pour Lt <> 0 HEEPEEG - SRS

Il faut distinguer deux cas :

2etl _q
Si1<z<0,p(X <z/X >-1)= 3
3_2—m+1

SixZO,p(X<:E/XZ —1)=f.

3. OnaY =27, alorssiz <0, G(z) = 0.

Pour z > 0,
X 2Inx 2Inz
fr < = 2 < = < = .
Gla) =p(Y <) p(22_x) p(X_ ln2> F(ln2>

Lorsque = > 0 il faut distinguer deux cas suivant le signe de Inx :

2Inx

. 1 g2

Si0<z<1,G(x)=2 In2 =5
2lnzx

. - -1 1

Siz>1,G(z)=1-2 1In2 11—

222
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DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

Probléme I

PREMIERE PARTIE

€2 10
1. Notons B l'événement ” tirer une boule blanche ”. On a p(B) = C—g =35
5
2. (a) Il estclair que G prend ses valeurs dans l'ensemble {z, —10z,y, —3}.
10 2 1
Onap(G==x)=pB) = T etp(G =—-10z) = p(N) = C—g =57 ol on a noté N l'événement ” tirer une
5
boule noire ”. ) ) o
Notons By N; I'événement ” tirer une boule blanche et une boule noire dans le premier tirage ” et By
I'événement ” tirer deux boules blanches au deuxieéme tirage ”. Alors (G = y) = B1 N1 N By, d’ou:
CCL 02 2
p(G =y) =p(BiN1 0 Ba) = p(B2/BiN1) x p(B2) = 53~ X g3 = =
7 5
Notons By Ny I'événement ” tirer une boule blanche et une boule noire dans le deuxiéme tirage ”. Donc
(G = —3) = B1N; N By Ny et donc

_ GGy CiC 4

p(G =y) = p(B1N1 N ByNy) = p(BaN2/B1Ny) X p(BaNa) = 0 X —E2 =57
7 5

D’ot1 la loi de G.
T; z | —10x | y | =3 |
p(G==) |5 | 5 |l o |
(b) Déterminons l'espérance de G :
1
E(G) = 2p(G = 2) + (-102)p(G = ~10) + yp(G = y) + (=3)p(G = =3) = = (2y — 4).

Pour que le jeu soit équitable il faut et suffit que E(G) = 0, c’est-a-dire y = 2.

(c) Ona, poury =2, 0(G) = \/E(G?) — E(G)? = \/E(G?). Calculons donc E(G?). D’aprés le théoreme de
transfert,on a :

1102 + 60

E(G?) = 2°p(G = z) + (=102)*p(G = —10) + 4p(G = y) + Ip(G = —3) o

11022 + 60
Dot o(G) = 1/%.

1. On vérifie facilement que liIJlra ( f(z) =14/ %x) = 0, il suffit donc de prendre o = 4/ % De plus f(z) >
T—r1+00

ax pour tout z > 0.

2. 1l est clair que f est une fonction paire, croissante et tend vers +oo quand « tend vers +oco. La question
précédente montre que la droite y = o est une direction asymptotique au voisinage de +oc et par parité, la
droite y = —aw est une direction asymptotique au voisinage de —oo.

Deuxiéme partie

5

-1 o5 L [ 1 15 >
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DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

3. Ona7<0(G) < 8si, et seulement si, 8,80 < 22 < 11,67. Donc l'unique x vérifiant I'inégalité précédente est

Probleme 11

I- DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE DE LA FONCTION TANGENTE

1. (a) Ona pour tout z dans I, ¢’(z) = 1 + g?(z). Soit n un entier tel que n > 1. Ona g™ (z) = (¢?)(™ eten
appliquant la formule de Leibniz

k=0
g (@) =Y ChgW(2)g" ().

(b) Pour tout réel = de [O, g [, g(x) > 0 et ¢g'(x) > 0. Si on suppose que pour tout k£ < n et pour tout z dans
{0, g {, g™®) (x) > 0 alors la formule précédente montre que g1 (z) > 0.

Ainsi par récurrence pour tout entier n et pour tout réel x de {0, g {, g™ (z) > 0.

— g ) p, 1 [* 1
Lt (z — t)"g™ V) (t)dt d’apres la formule de Taylor avec
. n:Jo
k=0

reste intégral. En faisant le changgment de variable ¢t = zu, on trouve :

2. Comme g est € sur I, g(x) =

anrl 1
o) = Sua) + o [ (1= 0)g D wupa

wJo

. T
3. (a) Soit0<z<y< §.Or1a

an+1 1

R, (x) = / (1 —u)"g" ) (zu)du.
n! 0

Or g("*1) est positive sur I et g"+?) est positive sur I, g1 est croissante sur I et donc pour tout u
dans [0,1], 0 < (1 — u)"g" Y (zu) < (1 — u)"g" Y (yu) ce qui donne en intégrant pour u entre 0 et 1,

xn-{-l 1
0< Rula) = [ (1= 0™
n. 0
et donc
T n+1
0< Ru(a) = (5) Ru(y).

(b) D’autre partsiy estdans I, S, (y) > 0 comme somme de termes positifs. On en déduit que R, (y) < g(v)
et donc

0< Ry(z) < <§>n+1 9(y).

4. Soitz € [O, g [ Alorson fixey tel que z < y < g D’apres la question précédente,ona lim R, (z) =0, donc

n——+8
o g?)(0)
g(z) = 3 ana™. Comme g est impaire, pour tout p, as, = T)'
n=0 p):
Donc la relation précédente se généralise a I.

= 0 etz — a,z" est une fonction impaire.

™

L . ™ g
5. La série E anx" converge si |z| < 5 Donc son rayon R, vérifie R, > )

. ™
Si R, > 5 sa somme S est
neN

continue sur | — R,, R,[ donc en g Comme pour tout z dans I, S(z) = tan(z). On en déduit que ¢ aurait

une limite finie a gauche en g ce qui est faut. Donc R, = g

II- DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE DE LA FONCTION f
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DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

1. Puisque e* = 1 si, et seulement si, z € 2miZ on a Dy = C\27iZ. f est continue sur D puisque z — e est

continue sur C et Vz € Dy, f(z) = — e B) ol h est la somme d’une série entiére qui converge
B
2t 1)

pour tout z € C donc de rayon de convergence +oco. En particulier, h est continue sur C et 2(0) = 1 donc
hr% h(z) = 1 etdonc f se prolonge par continuité en 0.
z—

2. (a) Aveclanotation introduite aul.,onaVz € Dy, f(z)h(z) = 1 soit, par produit de Cauchy, pour tout z tel

ue 2| < 77,
q (5 ) (E) -5 (S otin) -

0

n n—1
b b
ce qul donne b() =1 et, pour n > 1, kE:O (’]’LTk—i—]_)' = 0 ou encore b'n. = — kE:O (nTk—i—l)'
1 1
(b) La relation ci-dessus donne immédiatement b; = — oY by = 12’ b3 =0.

(c) Montrons par récurrence sur n que Vn € N, |b,| < 1. Le résultat est vrai pour n = 0 et si il est vrai
jusquan—1(n>1),ona

n—1 n—1 n+1 e’}
[bx |
by | < — < —-2<1.
s =S - e e
k=0 k=0
(d) Donc Vz € C, |b,2" < |2"| et la série majorante converge pour |z| < 1, donc Z bnz" converge pour
neN
|z2| < 1letdonc R > 1.
3. Posons S(z Z bnz". S est définie sur Dp et on a, par le calcul fait au (a), Vz € Dg, S(z)h(z) = 1. Ceci
n=0
1
montre que h ne s’annule pas sur Dg, donc D C Dy etquonadonc Vz € Dg, S(z) = ) = f(z). Donc f
z
est developable en série entiere sur Dpg.
4. Ona . )
4z) — f(2 4 2 F-144-2(*+1
(R e DEPRN SN BNt B ot st
z et —1 e22 -1 et — 1
Donc
B B e B GtV R et
z et -1 e2i 41
1ix_ —iT 12ix_1 R
5. Pour tout z dans I, tan(z) = 2 "% done tan(x) = ¢~ Doncsi |z] < — et est non nul, on a
ie 4 eiv ie2ir 41 4
1 1 « 1 1 o
_ s n __ on n,n _ - n+1l _ on+1 n+1,n
tan(z) = : <1+ — ;(4 2"MYBpi"x ).Pourdetels:c,tan(x) : <1+ : ;(4 2" Byt )
Comme B; = Y on a
tan(z) = — Z(ZL"Jrl — 2" B, it g
n=1

relation encore vraie si z = 0.
Par égalité de deux séries entiéres, on a donc pour n > 1, a,, = (4" — 2"+ B, 4Tl

Comme az, = 0, il en résulte que pour n > 1, By, 11 = 0. Alors R = sup{r > 0/(Bg,r*"),en bornee}. Or
2n—1

|B2nr2n| ~ 42n

T . .Tr 0w .
", Comme E agn+17°" ! est de rayon > (B2,7%")en est bornée si 153 et non bornée
neN

si£>gdoncR:27r.

III- LES POLYNOMES DE BERNOULLI
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DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

1. L’application z — e** est développable en série entiere sur C, z — f(z) est développable en série entiere sur
Dpr donc z — F(z,t) est développable en série entiere sur Dp.
OnaV(zt) € Dr xR,

F(z,w—(i%",z”) (fﬁ - ) i(Z e )

n=0 n=0 k:O

OnadoncV(z,t) € Dr xR,

= P,(t
:2 (t)

avec
n

Pu(t) = CiB, 4t".

k=0
2. Puisqu’on connait by pour k compris entre 1 et 3, on trouve :
1 1 3 1

Pt)=1, Pty =t—=, Po(t) =t —t+—, P3(t) =13 — =t* + =t.
B Pal0) . 51
3. OnaVz € Dg, F(z,0) = f(z) = Z — 2 = Z —— 2" dong, par unicité du développement en série
0 n: 0 n:

entiere, Vn € N, P,,(0) = B,,.
4. Y(z,t) e C xR, F(z,t 4+ 1) — F(z,t) = e*"tD f(2) — e* f(2) = e**(e* — 1)f(2) = e**2. Donc V(2,t) € Dg x R,

o~ P(t+1)—Pu(t) , t" e
D T —ﬁ;w "L

DoncVt € R, Po(t +1) — Py(t) = 0et,pourn > 1, P,(t + 1) — P, (t) = nt" L.
Poii(n+1)— Pn+1(1)

1 n
5. OnaVk € N*, kP = p—(PnH(k +1) = Poya(k), donc S, = Y kP =

+1 pt p+1
6. V(z,t) €CxR, F(—2,1—t)=e*07Df(—z) = e % 7:2 1= et 1 — ~ = F(z,t). Donc ¥(z,t) € Dr x R,
€ - — €
1_t n_n = P, (t) n
ZZ )"t =) s done V€ R, P(1— ) = (—1)" Pu(t).
n=0n=0 n=0
7. (a) Soittunréeletrtelque0 <r < R.Ona
. . s Pei(p—n)
F(t,re')e M = Z P,(t)———— e Z B (
p=0
pi(p—n)f » P.(t)rP
avec hy,(8) = Pp(t)TQei'. Pour tout 4 de [0, 27], |h,(60)] < IPP;%. On a donc | A, |92 < L')r'.
! : p!
P,(t)rP P,(t)z?
Or Z %}# converge car Z LRZ est une série entiere de rayon au moins égal a Ret que r < R.

peEN peN

Par conséquent Z hy, est une série de fonctions qui converge normalement donc uniformément sur
peN

[0, 27].

On a donc

oo

2w ) ) 2 0 27 o D 2w )
/ F(t,re®)e=m0dg = / S hy(0)dg =Y / hy(0)d0 =" By(t) / P dg.
0 (U — =070 =0 b Jo

2w 2w
Orsip #n, / P04 = 0 etsip =n, / e'P=m0q9 = or.
0

0
On a donc finalement

27
) ) P,(t
/ F(t,re')e™%d0 = 271" (®)
0 n!
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(b) On considere r fixé dans ]0, R[ et n > 0. Notons g la fonction définie sur R x [0, 27] par :
g(t, 9) _ F(t, Tew)efme _ etrewf(,,,eie)efinel

e Pour tout ¢t dans R, § — ¢(t, #) est continue et intégrable sur [0, 27].

0 _ .
. 6_i existe sur R x [0, 27] et pour tout ¢, pour tout § dans [0, 27], 6_i (t,0) = rF(t,re?)e "1
99

Pour tout 6 dans [0, 27], t — Fn (t,0) est continue sur R.

0
Pour tout ¢ dans R,  — 22 (t,0) est continue sur [0, 27].

e De plus, Va > 0, ¥(¢,6) dans [—a, a] x [0,27] :

9% ;.9)

o S ,,,etrcos€|f(,,,ei9)| S ,,,ear|f(,,,ei0)|'

Or 0 = re®|f(re')| est continue sur [0, 27] donc intégrable sur cet intervalle.
2

On en déduit que 6 — F(t,re'?)e™"9d0 est de classe €' sur R et que sa dérivée est la fonction 6
0

o 0, —i(n—1)0 Pna(t)

T F(t,re®)e ("=D04p, c'est-a-dire d’apres le (a) t 27rr"( ik

0 n — .

P,(t P (t

fonction ¢ — 27rr"J qui vautt — QWTnA.

n! n!

Mais c’est aussi la dérivée de la

En égalant les deux expressions, on trouve

Vn € N*, P! (t) = nP,_1(t).
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