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Problème

Première partie : Théorème de projection sur un convexe fermé

Dans ce�e question, nous démontrons le théorème de projection sur un convexe fermée et non vide.

Soient C un convexe fermé non vide de Rn et x ∈ Rn . On pose

dC (x ) = d (x ,C ) = inf

y∈C
‖x − y‖,

où ‖.‖ est une norme quelconque associée à un produit scalaire (.|.) sur Rn .

1. Montrer l’égalité du parallélogramme : pour tous u et v dans Rn , on a
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2. Montrer que pour tous y et y ′ dans C , on a
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(
‖y − x ‖2 + ‖y ′ − x ‖2

)
− dC (x )

2.

3. Montrer qu’il existe au plus un point qui réalise la distance dC (x ).

4. Soit une suite (yn )n∈N de C telle que

lim

n→∞
‖yn − x ‖ = dC (x ).

Montrer que la suite (yn )n∈N est de Cauchy. Conclure sur l’existence et l’unicité de la projection de x
sur C .

Deuxième partie : Propriétés

Dans la suite on note, pour x ∈ Rn , p (x ) l’unique élément réalisant dC (x ) = ‖x − p (x )‖.

1. Montrer que ∀(a,x ) ∈ C × Rn , on a :

(x − p (x ) |a − p (x )) 6 0.

2. Montrer que p est 1-lipschitzienne sur E.

3. Montrer que ∀(x ,x0) ∈ (Rn \C )2, on a les inégalités suivantes :

i . 2(x − p (x ) |p (x0) − p (x )) 6 −‖p (x ) − p (x0)‖
2.

ii . −‖p (x ) − p (x0)‖
2 − 2(x0 − x |p (x0) − p (x )) 6 2 (x − p (x0) |p (x0) − p (x )) .

Troisième partie : Différentiabilité de l’application distance
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Dans la suite on pose Ω = Rn \C et on dé�nit l’application :

f : Ω −→ R

x 7−→ d (x ,C )

1. Montrer que f est 1-lipschitzienne sur Ω.

2. a) Pour tout (x ,x0) ∈ Ω
2
, on pose δ (x ,x0) = f (x ) − f (x0) −

2

B (x0)
(x0 −p (x0) |x −x0). Véri�er qu’on

a :

δ (x ,x0) =
1

B (x )

(
‖x − x0‖

2 + 2(x − p (x0) |p (x0) − p (x )) + ‖p (x ) − p (x0)‖
2

)
+2(x − x0 |x0 − p (x0))

(
1

B (x )
−

1

B (x0)

)
où B (x ) = ‖x − p (x )‖ + ‖x0 − p (x0)‖.

b) En utilisant ce qui précède, montrer que

f (x ) − f (x0) −
2

B (x0)
(x0 − p (x0) |x − x0) = o(‖x − x0‖).

En déduire que f est di�érentiable en x0 et donner grad f (x0).

Fin de problème
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