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PROBLEME

PREMIERE PARTIE : THEOREME DE PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME

Dans cette question, nous démontrons le théoréme de projection sur un convexe fermée et non vide.

Soient C un convexe fermé non vide de R"” et x € R". On pose

dc(x) = d(xa C) = ll’lf ||x - yHa
yeC

ou ||.|| est une norme quelconque associée a un produit scalaire (.|.) sur R".

1. Montrer I’égalité du parallélogramme : pour tous u et v dans R", on a

2 2

u+o
2

u_
2

= (1l + o).

2. Montrer que pour tous y et y” dans C, on a
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| < g Iy =x1? +1ly” = 1) = de(x)*.

3. Montrer qu’il existe au plus un point qui réalise la distance d¢(x).

4. Soit une suite (y,)nen de C telle que
lim [ly, - x|l = de x).

Montrer que la suite (y,),en est de Cauchy. Conclure sur existence et I'unicité de la projection de x
sur C.

DEUXIEME PARTIE : PROPRIETES

Dans la suite on note, pour x € R", p(x) I'unique élément réalisant dc(x) = ||x — p(x)|].

1. Montrer que Y(a,x) € CXR",ona:
(x — p(x)la —p(x)) <O.

2. Montrer que p est 1-lipschitzienne sur E.

3. Montrer que Y(x, x9) € (R" \ C)?, on a les inégalités suivantes :
i 2(x = p(0)p(x0) = p(x)) < =llp(x) = p(xo)lI*.
ii. ~llp(x) = p(xo)lI” = 2(x0 = x[p(x0) = p(x)) < 2 (x = p(x0)Ip(x0) — p(x)) -

TROISIEME PARTIE : DIFFERENTIABILITE DE L’APPLICATION DISTANCE
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Dans la suite on pose Q = R" \ C et on définit application :

f: Q@ —R
x +—d(x,C)

1. Montrer que f est 1-lipschitzienne sur Q.

2
2. a) Pour tout (x, x9) € Q% on pose 5(x,xp) = f(x) — f(x0) — —— (x0 — p(x0)|x — x0). Vérifier qu'on

B(xo)

8ex0) = g (I = ll + 26 = plaa)lp(o) = () + 1p(x) = pCxo)I)
+2(x — xo|x0 — p(x0)) (ﬁ - B(jco))

ot B(x) = [lx — p(x)| + [lxo — p(x0)l-

b) En utilisant ce qui précede, montrer que

2

f(x) = f(x) - m(xo = p(xo)|x — x0) = o(llx — xoll).

En déduire que f est différentiable en x, et donner grad f (xo).

FIN DE PROBLEME
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