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SUR LES SERIES DE FONCTIONS

A RENDRE LE 01/02/2016

Soit A un paramétre réel fixé. On consideére la série de fonctions Z fun définie sur R

nelN
par:
fo(x) = 11
e
fa(x) = xr - An)" —l—;:n) si n. € N*

1
1. a  Montrer que la série ) f,(x) est absolument convergente si [A| < = et
e
nelN

1
qu’elle est divergente si x # 0 et si |[A| > -

1 n
b. Examiner le cas |A| = - (utiliser la formule de Stirling : n! ~ (g) V2min)

1
Désormais, dans tout ce qui suit on suppose que |A| < = et on note F), la fonction somme
e

de la série 2 fn:

nelN o
Vx €R, F(x)=)_ fu(x).
n=0

2. a. Montrer que la série 2 fn converge uniformément sur tout intervalle
neN
I, =] —a,a[ oua > 0.En déduire que F) est continue sur R.

b. Pour n > 1, exprimer la dérivée f; en fonction de f, 1. Déduire que F) est
dérivable sur IR et que :

Vx € R, Fi(x)=Fy(x+A).

c.  Montrer que F) est de classe € sur R.

3. a. Etablir la relation :
n
Yo,y €R, fa(x+y) =) filx)fur(y)-
k=0

(Indication : on pourra raisonner par récurrence, dériver par rapport a x et se
servir de la relation entre f] et fy_1).

b. Montrer que :
Vx,y €R, Fy(x+y) = F\(x)FA(y).

4

a. Déterminer toute les fonctions numériques f déribables sur R, non identique-
ment nulles, et vérifiant :

Vxy €R, flx+y) = f(x)f(y).

b. En déduire qu’il existe une unique fonction ¢ définie sur I'intervalle D =

11
[—, } vérifiant :
e e

(Vx € R, VYA € D) Fy(x) = e?Wx,

c. Montrer que :

_ In(e(1))
(VA e D), ¢(A) >0 et A= o0

Cette propriété est-elle suffisante pour déterminer ¢(A)?
1
d. Montrer que ¢ S =e

11
D désigne l'intervalle [— > e} et ¢ est la fonction introduite  la question 4.b.

a. Montrer que
n

VAED, (M) = ém)\

b. Montrer que ¢ est une bijection de D sur A = ¢(D) et préciser la fonction
réciproque qofl.
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