DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

EXERCICE :. 1
e e

1. Soit E un espace vectoricl sur le corps C de dimension finie n > 0. Soit u un
endomorphisme de F de rang 1.

(1) En discutant sur la dimension de Imu N Keru, montrer que £ = Imu & Keru ou
Imu C Keru.

(ii) Soit e un vecteur non nul de Imu. Justifier Pexistence d'une base de 5 dont
le premier vecteur est e. Dans le cas ol Imu C Kerw, quelle est la forme de la
matrice de u sur une telle base?

(ii) Dans le cas ou Imu C Keru, montrer que Tr(u) = 0.
(iii) Montrer alors 'équivalences des trois assertions
(a) w est diagonalisable.
(b) F = Imu & Kcru.
ale) Triul 22 0.
On nc e M, (C) le C-espace veétoriel des matrices (n,n) a coeflicients dans C. Oun 1'1bte

Mn(C)* le dual de M, (C), c’est a dire I'espace vectoriel des formes linéaires sur M., (C).

2. Soit A dans M,(C). On note Iy Iapplication déAnie sur M, (C) par :
VX € My(C), Fa(X) = Tr(AX),
ou Tr(AX) dééigne la trace de la matrice AX.
(i) Montrer que Fy est une forme linéaire sur M,,(C).
(ii) On considére Papplication F' définie par:

F o Ma(C) — M, (C)
A FA
Montrer que F est linéaire.

(iii) Soit (Ei)G.9)e(1, n}x(1,..n) la base canonique de M, (C) (on rappelle que la
matrice F; ; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls, excepté le (i, 7)-
leme qui est égal & 1). Pour tout (z,7) € {1,...,n} x {1, -y T}, exprimer Fy(E; ;)
en fonction des coefficients de A. En déduire que F' est injective.

(iv) Montrer que F' est un isomorphisme.

3. Soit J une matrice non nulle de M., (C) et soit f une forme lingaire non nulle sur
Mn(C). On considére I'application 1) définie par : '

W Ma(C) = Ma(C)
Ko i

On remarquera que ; est un endomorphisme de M, (C).
(i) Justifier existence d'une unique matrice A de M, (C) telle que :

VX € My(C), f(X) = Tr(AX).
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(i) Comparer le noyau de 10 et le noyau de f. Quel est Vimage de ;7 Quel est le
rang de ;7

(iii) Exprimer la trace dc 1 cn fonction de A et J.

(iv) En déduire unc condition nécessaire et suffisante portant sur A et J pour que
1y soit diagonalisable.

(v) On suppose que ¢ est diagonalisable. Déterminer le polynéme minimal de 1 -

Exercice :’ﬁ/

On considére une matrice 4 = (g;;) de % (R) telle que
(Vie[l,n]) (Well,n]) a; =20

Jj=n

Viell,a]) ¥ a;=1.

Une telle matrice est dite smchasl}que. Soit # Pendomorphisnte de C" dont la matrice par rappdrt i la base canonique est A.
1° Montrer que 1 est valeur propre de 4.
2° Seit x = (x{, X3 ..., x,)€C" On pose | x| = sup |x;| Montrer que | u(x) " < x|
1 ie[l,n]
3° Montrer que toutes les valeurs propres de u sont de module inférieur ou égal a 1.
4° Soit z,, ... z, des éléments de C tels que | z; | < 1 pour tout { de [1, n]. Soit oy, %y, -vep &, des réels positifs ou nuls tels que

i=n

Zmizl.

i=1

i=n

Z o z;
i=1

5° Soit A une valeur propre de u telleque | 4 | = Letd # 1. Seitx = (x, ..., x,) un vecteur propre non nul associé d let ke [1, n
tel que | x| = | x; | pour tout i de [1, n}.

Montrer qu’il existe & € [1, n] tel que &, # ketx, = Ax,.

En déduire qu’il existe un entier naturel nen nul g tel que A% = 1. |

Montrer que < 1. A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on 1'égalité ?

6° Soit 4 une matrice stochastique dont tous les coefficients sont strictement positifs. Montrer que 1 est la seule valeur propre de u
de module 1. Montrer gue le sous-espace propre associé 4 la valeur propre 1 est de dimension 1.
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