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Théoréme du point fixe et applications

1. THEOREME DU POINT FIXE. Soit A une partie compléte d’un espace vectoriel normé (E, ||.||) et f une

application de A dans A telle qu’il existe k € [0, 1[ tel que, pour tout couple (x, y) de A*:

1fGe) = fFWIl < Kllx = yll.

Montrer que f admet un point fixe a € A et un seul, qui est la limite de la suite (x,),en de A définie
par :
{ Xy € A,
VneN, xpi1 = flxn).

( Indication : montrer que la suite (x,)nen est de Cauchy ).

. Montrer par un contre-exemple que ’hypothése A complete est nécessaire.

. A étant toujours une partie compléte d’un espace vectoriel normé (E, ||.||) et f une application de

A dans A. Montrer que si une puissance positive f4(= f o fo...o f) de f est contractante, alors f
— ——
qfois
posséde un point fixe et un seul. Montrer également que toute suite récurrente du type x,+1 = f(xy),
de terme initial x; € A converge vers le point fixe de f.

. APPLICATIONS :

4a. On définit la suite de Fibonacci par la relation de récurrence : 4y = 0,u; = letVn € N, w4 =
Un+1 + Up.

ve s N . - . . . Un+1
On s’intéresse a la suite (v, ), en+ définie par la relation explicite : v, = .Montrer que v,41 = 1+ —

Up Un
1+5
5

en déduire que (v, )nen+ converge vers | = (nombre d’or ).

4b. Dans le plan rapporté a un repére orthonormal on considére un triangle ABC avec B et C sur 'axe
des abscisses.

Soit M un point de I’axe des abscisses. On note :

o Py le projeté orthogonal de M sur (CA);

o QO le projeté orthogonal de Py sur (AB);

e Ry le projeté orthogonal de Qps sur (BC).

On obtient donc une application ¢ : R — R qui a ’abscisse de M associe ’abscisse de Rys. On appelle
a, b et c les mesures respectives des angles B’K?, ABC et BCA.

i. Pour M et M’ points distincts de (BC), justifier I'égalité (lorsque M # C):

PyPy  PuC
MM’ ~— MC

=|cosc|

ii. Démontrer que ¢ admet un point fixe unique. Que peut-on en déduire ?
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4c. Montrer que ’équation différentielle y* = sin(xy) avec la condition initaile y(0) = 1 admet
une solution unique dans (¢*([0, 1]),R). ( Indication : considérer U'application f + T(f) telle que
X

Vx €[0,1], T(f)(x)=1+ / sin(t£(¢))dt.)
0

5. Soit E = (¢([0,1]), R) muni de la norme || f]| = ||fllco + ||f’llco- Montrer qu’il existe une fonction
f € E qui est point fixe de 'opérateur T donné par

Tf(x)=1 +/Oxf(t— t)dt

On pourra commencer par établir que T> = T o T est une contraction. Utiliser ceci pour établir
Iexistence d’une fonction unique f € E qui vérifie f(0) = 1 et f'(x) = f(x — x?).

6. Soit (E, ||.]|) un espace complet et u un endomorphisme continu de E tel que ||u|| < 1. Montrer que

Idg — u est inversible dans E.

Ouverts-fermés d’un connexe par arcs

Soit (E, ||.]|) un espace vectoriel normé, A une partie connexe par arcs de E, P un ouvert-fermé de A non

vide eta € P, b € A. Soit

y: [0,1] — E
t — y(1)

avec y est continue, y(0) = a, y(1) = b et y([0, 1]) C A.

Onnote X = {t € [0,1]/y(t) € P} eta =

sup(X).

1. Vérifier que « est bien défini et que @ € X. Montrer que a = 1. En déduire que P = A.

2. Quelles sont les ouverts-fermés de A.

3. Quelles sont les ouverts-fermés de E.

FIN DE L’EPREUVE
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