MP — CPGE MoHAMED VI-KENITRA

Année scolaire 18/19

DEVOIR LIBRE n°2

A rendre le : 14/10/2018

Une description des sous-espaces vectoriels de R" (n € N*)
Notations et définitions

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soit # = (ey, ..., e,) la base canonique de R”.
On appelle hyperplan de R" tout sous-espace vectoriel de R" ayant pour dimension n — 1.
On rappelle qu’une forme linéaire sur R" est une application linéaire de R" dans R.
L’ensemble de toutes les formes linéaires sur R" est donc .Z(R",R). On le note E*.
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Partie A : Description des formes linéaires de R”

x =(x1,....,x,) ER":
f(x) =ayx; + ... + apxy.

. la. Soit f une forme linéaire sur R”. On pose a; = f(e;) € R, pour tout i € [[1, n]]. Montrer que pour tout

1b. Soient fi et f, deux formes linéaires sur R” telles que fi(e;) = fa(e;), pour tout i € [1, n]]. Montrer que :

fi=fe

. Soit (ay, ..., a,) € R™. Soit

iRy = R (1,0 Xpn) > a1X1 + ... + dnXy.

2a. Démontrer que f est une forme linéaire sur R".
2b. Calculer f(e;), pour tout i € [1, n].

. Justifier le résultat suivant.

R" — R
(X1, o0y Xp) > a1X1 + ...+ apXxy

e

. Soit

¢:E" =R f o (fler) ... flen)).

Démontrer que ¢ est un isomorphisme.

. En déduire la dimension de E*.

. Donner :

6a. un exemple de forme linéaire non nulle sur R*;

6b. un exemple de forme linéaire non nulle sur R”.

Partie B : Hyperplan de R” et noyau d’une forme linéaire sur R"

. Soit f une forme linéaire sur R". Montrer que :

f #0 o f estsurjective © Ker(f) est un hyperplan de R".

. Soit H un hyperplan de R". Soit H" un supplémentaire de H dans R".

2a. Justifier qu’il existe un isomorphisme ¢ : H* — R.

2b. Montrer qu’il existe f € E” tel que : H = Ker(f).

/(ai, ...,an) € R"} .
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. Déduire des questions 1 et 2 le résultat suivant :

Le noyau d’une forme linéaire sur R" non nulle est un hyperplan de R". Réciproquement, tout hyperplan de R" est
le noyau d’une forme linéaire non nulle.

. Soit

H = {(x1, X2, x3,%4) € R4|x1 — Xy = X3 — X4}.

4a. Donner une forme linéaire f sur R* dont H est le noyau.
4b. Montrer que f est non nulle.

4c. En déduire un résultat sur la structure de H.

Partie C : Equations d’un hyperplan de R”

. Soit (ay, ..., an) € R" \ {(0, ..., 0)}. Prouver que

H={(x1,....,xn) € R™ayx; + ... + apx, =0}

est un hyperplan de R".

. Soit H un hyperplan de R". Montrer qu’il existe (ay, ..., a,) € R" \ {(0, ..., 0)} tel que H est I'ensemble solution

de ’équation
(E):a1x1 +...+apx, =0

d’inconnue (x1, ..., x,) € R", c’est-a-dire
H={(x1,....,xn) € R"a1x; + ... + apx, =0}

Une telle équation (E) est appelée équation de I’hyperplan H.

. Ecrire un énoncé qui rassemble les résultats des questions 1 et 2, de maniére analogue a ce qui a été fait dans les

parties A et B.

. Soient f et g deux formes linéaires sur R", toutes deux non nulles, et ayant méme noyau. Soit ’hyperplan de R"

H = Ker(f) = Ker(g).

Soit (uy, ..., up—1) une base de H.

4a. Justifier qu’il existe i € [1, n]| tel que € = (uy, ..., uy_1, €;) est une base de R".

4b. Soit u € R", de coordonnées (yy, ..., Yn—1, z) dans la base € de R". Montrer que :
JFw) = zf(e:) et g(u) = zg(e;).

4c. Justifier que f(e;) € R* et g(e;) € R,

4d. Déduire des résultats précédents qu’il existe A € R* tel que :

g=Af.

. Soit H un hyperplan de R". Soit (ay, ..., a,) € R" {(0, ...,0)} tel que

(E):a1x1 +... +apx, =0
est une équation de H. Soit (a3, ..., a;,) € R" \ {(0, ..., 0)}. On note (E’) I'’équation définie par :
(E :apx1 + ...+ apx, =0.

Montrer I’équivalence :

(E’) est une équation de H & 31 € R*, (a7, ..., a;,) = A(ay, ..., an).

. Soient u; =(1,0,1,0), up = (1,1,1,1), u3 = (1,0, 1, 0). Soit H le sous-espace vectoriel de R* engendré par les

vecteurs uq, Uy, us.
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6a. Démontrer que H est un hyperplan de R*.
6b. Déterminer une équation de H.

6c. Déterminer toutes les équations de H.

Partie D : Intersection d’hyperplans de R"

. Soient H; et H, deux hyperplans de R”.

1a. Démontrer ’équivalence :
H=H < d1m(H1 ﬁHz) =n-—1.

1b. Montrer que :
n—2<dim(H; NHy)<n-1.

1c. Que dire de dim(H; N Hy) si Hy # Hy?

. Démontrer que pour tout p € N, p > 2, pour tout (Hj, ..., Hy) p-uplet d’hyperplans de R" :

n—p<dimEHN..NH,)<n-1

. Le résultat de la question 3 a été établi pour tout entier p € N, p > 2. Expliquer pourquoi ce résultat n’est pas

pertinent lorsque I'entier p est « assez grand ». Dans la réponse, on précisera (bien siir) quel sens il convient de
donner a « assez grand » dans ce contexte.

. Si Hy, Hy, Hs sont trois hyperplans de R?, alors le résultat de la question 3 nous livre :

dll’l’l(Hl NH, N H3) € {0, 1, 2}

4a. Donner trois hyperplans Hy, Hy, H3 de R? tels que dim(H; N H, N H3) = 2. Commenter.

4b. Donner trois hyperplans Hy, H, Hs de R?, deux a deux distincts, tels que dim(H; N H, N H3) = 1. Proposer
une explication géométrique du fait que la dimension de H; N H; N Hs est 1.

4c. Donner trois hyperplans Hj, Hy, H; de R? tels que dim(H; N H, N H;) = 0. Proposer une explication
géométrique du fait que 'intersection H; N H; N H est réduite au singleton {(0, 0, 0)}.

Partie E : Ensemble solution d’un systéme linéaire homogéne (SLH) d’inconnue dans R"

. Soit p € N*. Soit A = (a;j)1<i<p € M n(R). On note (S) le systeme linéaire homogeéne d’inconnue dans R"

1<j<n
associé a A:
ajixy + apXxy + apxs + ...+ aipx, =0
Ap1X1 + AxXy + Assxs + ...+ dypxp, =0
(S) . asixi + aspXxy + assxs + ...+ aspx, =0

ap1X1 + Ap2Xy + Ap3Xs + ... + AppXpy = 0
d’inconnue (x, ..., x,) € R". Soit F ’ensemble solution de (S).
la. Définir p formes linéaires f, ..., f, sur R" telles que :

F =Ker(f1) N ... NKer(f,).

1b. En déduire que F est un sous-espace vectoriel de R". On demande ici de redémontrer ce résultat du cours, en
s’appuyant sur la question précédente.

lc. i) Soit f la forme linéaire nulle sur R". Que vaut Ker(f)?

ii) A I'aide de la question précédente et de la partie D, prouver que :

n—p < dim(F) < n.
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2. Soit (S) le systéme linéaire homogeéne d’inconnue (x1, X2, x3, x4) € R* associée 4 la matrice

2 -1 1 5
A=| 2 9 3 -1 (S (%3’4(R).
31 2 6

Soit F I’ensemble solution de (S).

2a. Expliciter le systéme (S).

2b. Donner un encadrement de la dimension de F, sans résoudre (S).
2¢. Déterminer une base de F.

2d. Préciser la dimension de F.
Partie F : Un sous-espace vectoriel de R" est ’ensemble solution d’un (SLH) d’inconnue dans R"

1. On considére un sous-espace vectoriel F de R" non trivial (c’est-a-dire distinct du singleton {(0, ..., 0)} et de
R™).
1a. Soit p la dimension de F. Justifierque 1 <p < n-—1.
1b. i) Soit (uy, ..., u,) une base de F. Justifier qu’il existe (iy, ..., in—p) € [1,n]" 7 tel que

C = (U1, ..., Up, &j,, ...,ein_P)

est une base de R".
ii) Soit k € [[1,n — p]|. La famille ¥ étant une base de R", il existe une unique forme linéaire gi sur R" telle

que :

gr(u;) =0, pour tout [ € [[1,p];
gk(ei,,) =0, pourtout k" € [1,n—p]\ {k};
gr(ey) =1.

Soit u € R", de coordonnées (yy, ..., Yp, 21, --.» Zn—p) dans la base €. Montrer que :
gr(u) = 2.
lc. i) Soit u € R", de coordonnées (yi, ..., Yp, 21, ..., Zn—p) dans la base €. Montrer que :

ueFoz1=...=2, =0 uc€Ker(g;) N ... N Ker(gn_p).

i) Qu’en déduire quant aux ensembles F et Ker(gy) N ... N Ker(g,—p)?

1d. Prouver que F est 'ensemble solution d’un systéme linéaire homogéne d’inconnue dans R", possédant n —p
lignes.

2. Soientu; = (1,2,2,2,1) et uy = (3,1, 1,1, 3). Soit F = Vect(uy, uy).
2a. Montrer que (uj, uy) est une base de F.

2b. Donner un systéme linéaire homogene (S) d’inconnue dans R’ dont F est 'ensemble solution.
Partie G : Description des sous-espaces vectoriels de R"

Démontrer I’assertion suivante.

L’ensemble solution d’un systéme linéaire homogeéne d’inconnue dans R" est un sous-espace vectoriel de R". Récipro-
quement, si F est un sous-espace vectoriel de R", alors il existe un systéme linéaire homogéne d’inconnue dans R" dont
F est I’ensemble solution.

FIN DE L’EPREUVE
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