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Commutant et décomposition de Dunford d’un endomorphisme

E désigne un K-espace vectoriel de dimension n > 2 et u un endomorphisme de E dont on suppose le
polynôme caractéristique χu scindé sur K, on pose :

χu =

p∏
i=1
(X − λi )

mi .

Eλi (u) = Ker(u − λi IdE ), E ′λi (u) = Ker(u − λi IdE )mi .

1. Montrer que E ′λi (u) est un sous espace vectoriel stable par u, et que E =
p⊕
i=1

E ′λi (u).

2. 2a. On pose vi = u |E′λi (u).

Monter que : χvi = (X − λi )
dim

(
E′λi (u)

)
.

2b. En déduire que dimE ′λi (u) =mi .
Dans la suite on considère l’application :

Γu : L (E) −→ L (E)
v 7−→ v ◦ u − u ◦v

3. Montrer que Γu ∈ L (L (E)).
On note alors C (u) = Ker(Γu ).

4. 4a. Montrer que Vect(IdE,u,u2, ...,un−1) ; le sous espace vectoriel de L (E) engendré par les vecteurs
uk , k ∈ {0, 1, 2, ...,n − 1}, est inclus dans C (u) et que dim(C (u)) > 2.
4b. Montrer que si v ∈ C (u), alors ∀i ∈ {1, 2, ...,p}, v(Eλi (u)) ⊂ Eλi (u).

5. Dans cette question on suppose u diagonalisable.
5a. Montrer quemi = dim(Eλi (u)), pour tout i ∈ [[1,p]].
5b. Montrer que C (u) =

{
v ∈ L (E)/∀i ∈ {1, 2, ...,p}, v(Eλi (u)) ⊂ Eλi (u)

}
.

5c. En déduire que C (u) est isomorphe à L (Eλ1(u)) × L (Eλ2(u)) × ... × L (Eλp (u)), et donner la
dimension de C (u).

6. Dans cette question, on Suppose que : ∀i ∈ [[1,p]],mi = 1. Montrer que C (u) = Vect(IdE,u,u2, ...,un−1).

7. Soit k ∈ N∗ et v ∈ L (E).
7a. Calculer (Γu )k (v).
7b. En déduire que si u est nilpotent, alors Γu est nilpotent.
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8. 8a. Montrer que si v ∈ C (u) alors ∀i ∈ {1, 2, ...,p}, v(E ′λi (u)) ⊂ E ′λi (u)}.

Dans la suite de la question on utilisera le fait que : E =
p⊕
i=1

E ′λi (u).

8b. Montrer qu’il existe δ ∈ L (E) diagonalisable et ω ∈ L (E) nilpotent tels que :

u = δ + ω, δ ◦ ω = ω ◦ δ

et
C (u) = C (δ ) ∩ C (ω).

8c. Exemple :
Donner la décomposition δ +ω (matricielle) de l’endomorphismeu canoniquement associé à la matrice :

A =
©«
2 1 −1
2 1 −2
3 1 −2

ª®¬ .
Calculer alors An , pour tout n ∈ N.

Fin de l’épreuve
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