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Commutativité des termes d’une série

L’objet de ce problème est de comparer la série
∑
n∈N

un et la série obtenue en sommant les termes de un

dans un ordre di�érent, c’est-à-dire la série
∑
n∈N

uσ (n) où σ est une permutation de N ( c’est-à-dire une

bijection de N dans N ).

Partie I : Cas d’une série à termes positifs

Soit
∑
n∈N

un une série à termes positifs, et soit σ une permutation de N. On note, pour tout n ∈ N :

Sn =
n∑

k=0
uk et Sn(σ ) =

n∑
k=0

uσ (k ).

1. On suppose dans un premier temps que
∑
n∈N

un converge

1a. Soit pour tout n ∈ N, M(n) = max
06k6n

σ (k).

i) En comparant SM (n) et Sn(σ ), montrer que (Sn(σ ))n∈N est bornée.

ii) En déduire que
∑
n∈N

uσ (n) converge.

1b. Montrer que
∞∑
n=0

uσ (n) 6
∞∑
n=0

un .

1c. En considérant σ−1, en déduire que
∞∑
n=0

uσ (n) =
∞∑
n=0

un ..

2. On suppose maintenant que
∑
n∈N

un diverge. Montrer que (Sn(σ ))n∈N n’est pas majoré. Quelle est la

nature de la série
∑
n∈N

uσ (n) ?

3. Récapituler les résultats obtenus dans cette partie sous forme d’un théorème.

Partie II : Cas d’une série absolument convergente

On suppose maintenant que
∑
n∈N

un est absolument convergente.

1. Montrer que
∑
n∈N

uσ (n) est absolument convergente.
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2. Montrer que

∀n ∈ N,

�����M (n)∑
k=0

uk −
n∑

k=0
uσ (k )

����� 6 M (n)∑
k=0
|uk | −

n∑
k=0
|uσ (k ) |.

3. En déduire que
∞∑
n=0

un =
∞∑
n=0

uσ (n).

Partie III : Contre-exemple dans le as d’une série semi- convergente

Dans cette partie, on étudie un contre-exemple dans le cas où la série n’est pas absolument convergente

1. Soit pour tout n > 2, un =
(−1)n

n
.

Montrer que
∑
n>2

un est semi-convergente.

2. Soit, pour tout n > 1, vn = u2n + u2n+1. Montrer que
∞∑
n=1

vn > 0.

3. Justi�er très soigneusement que
∞∑
n=2

un =
∞∑
n=1

vn .

4. Soit σ : N\{0, 1} → N\{0, 1} dé�nie pour tout n ∈ N\{0, 1} par
σ (3n − 1) = 2n,
σ (3n) = 4n − 1, n > 1
σ (3n + 1) = 4n + 1.

Montrer que σ est une permutation de N\{0, 1}.

5. Soit, pour tout n > 1,wn = uσ (3n−1) +uσ (3n) +uσ (3n+1). Montrer que
∑
n∈N∗

wn converge, et que sa somme

est strictement négative.

6. Justi�er que
∞∑
n=2

uσ (n) =
∞∑
n=2

wn .

7. En déduire que
∞∑
n=2

uσ (n) ,
∞∑
n=2

un . Conclusion?

Fin de l’épreuve
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