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Exercice 1

Etant donné n € N*, on note R,,[X] I'ensemble des polyndmes de E = R[X] de degré inférieur ou égal a n
et % l'ensemble des polyndémes de R, [X] de terme dominant égal a X".
On définit la fonction G,, de R dans R par
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1. Montrer que I'application
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définit un produit scalaire sur R,,[X]. On munit R,[X] de ce produit scalaire.

2. Montrer que G, est un élément de %/. On notera par la suite F = X" — G,(X).
+00 2
ez dt = Var.

4. Montrer que le polynome F est le projeté orthogonal du polynéme X" sur le sous-espace vectoriel
R,—1[X] de R,[X] constitué des polyndémes de degré inférieur ou égal a n — 1.

3. Pour j € [0, n]}, calculer (G,|X”). On rappelle que /
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5. En déduire, en fonction de n la valeur de Pingl / P%(t)e™> dt.
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Exercice 2

Soit n et p deux entiers naturels avec p < n. On munit R"” du produit scalaire canonique et on identifie R"
avec .#p,1(R). On considére une matrice A € .#, ,(R) de rang p et B € .#,, 1(R).

1. Démontrer qu’il existe une unique matrice X, de .#) 1(R) telle que
lAXo — B|| = inf{||AX - B|, X € .#},1(R)}.
2. Montrer que X, est I'unique solution de I’équation
A'AX = A'B.
3. Application : déterminer
inf{(x +y-1)7*+(x -y’ +(2x+y+2)?% (x,y) € R*}.

FIN DE L’EPREUVE
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