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Exercice :1

1. Montrer que le réel @ = V2 est irrationnel.

2. Montrer que la famille (1, @, a?) est libre dans R, en tant que Q-espace vectoriel.

3. On désigne par F 'ensemble des combinaisons linéaires a coefficients rationnels de (1, a, a?).

Montrer que F est un Q-espace vectoriel et un anneau.

4. Soit x un élément non nul de F. On consideére 'application :

¢ox: F —F
y > xy
a) Montrer que ¢, est Q-linéaire.
b) Montrer que ¢, est injective.

¢) En déduire que F est un corps. Montrer que F est le plus petit sous-corps
nombre réel a.

Exercice 2

On considére la suite (a,),en de nombres réels définie par :

—_

S

de R contenant le

a
ap=1letVn > 1, ’“k':o
k:o(n_ )
n
3 n—k ..
On pose pourtoutneN,An:Z X"". En particulier on a, pourn =1,2,3:
(n-k)!
k=0
1 1 0
ap=——,ay = —, 03 =
1 3= 5%
1 1., 1 1 1., 1., 1
Al=X—-—-Ay==-X"-=-X+—,A3=-X"--X"+ =X
2 2 2 12 6 4 12

1. Montrer que (A,)nen est 'unique suite de polynomes vérifiant :
(i) Ag=1 (ii)Vn e N* A, = A,y (iii) An(0) = An(1).

2. 2a. Déduire de la propriété d’unicité de 1) que :

VneN An(X)=(=1)"An(1 - X)

Xn—l
(n-1)"

2b. Montrer que Vn e N* A,(X +1) - Ap(X) =
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2c. Soit n un entier impair et supérieur ou égal a 3. Montrer que A, est divisible par X(X —1)(2X — 1)
et que a, = 0.

m
. OnposeVn e N*, Vm e N, S,(m) = Z k",

k=0
3a. Exprimer S,(m) en fonction de A,,(m + 1) et ap41.

3b. Déterminer S,(m).

. Montrer que (Ax)o<k<n €st une base de E = R,[X].

. On considére les endomorphismes de E définis par :

A: E > E D: E — E
P — P P — PX+1)-PX)

n k
D

5a. ) Montrer que D"*' = A™! =0 et que A = E —.
e k!

5b. Montrer que Ker(A) = Ro[X] et Im(a) = R,,—1[X]. En déduire qu’il existe un unique Q € E tel
que A(Q) = D(P) et Q(0) = P(0).
5c. On pose u(P) = Q. Montrer que u € GL(E).

5d. Montrer que : YP € E u(P) = P(X) + Z ar[PR(X) = PX(0)].
k=1

FIN DE L’EPREUVE
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