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Soit f : [0,1] — R une fonction continue. On considere les polynémes de Bernstein définis par :
n ) .
Vx € R, Bu(f)(x)= Z Cix/(1—x)" 7 f (i) :
=0 "

On désigne par 0, u, v, w les fonctions suivantes définies sur [0, 1] par :

0(x) =0, u(x)=1 v(x)=x w)=x%

1. 1a. Pour x € [0,1], n € N fixés, on pose ¢(t) = (xe' + 1 — x)". Calculer ¢(0), ¢’(0) et ¢”(0).
En déduire les polyndmes de Bernstein de u, v et w.

1b. Montrer que la suite (B,(w)),en converge uniformément sur [0, 1] vers w.

Soit E I'algébre des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans réelles. On définit une relation
d’ordre non total < sur E par :

fgeVxelo,1], f(x)<g(x).

Une fonction f de E telle que 6 < f est dite positive. Un endomorphisme A de ’espace
vectoriel E est dit positif s’il transforme toute fonction positive en une fonction positive.
2. 2a. Montrer que si A est un endomorphisme positif de E, alors Vf € E, |A(f)| < A(|f]).

2b. Soient f € E et ¢ > 0 un réel fixé. Montrer qu’il existe @ > 0 ne dépendant que de f et
de ¢ tel que
Va,y € [0, 1], 1f(x) = f(y)l < &+ alx - y)*.

2c. En déduire que pour tout endomorphisme positif Ade E, on a :

Vy € 0,11, JA(f) — FAW)] = eAw) + a (Alw) - 2yA(v) + y*Au))
ou < représente la relation d’ordre sur E définie ci-dessus.
3. Soit (Ap)nen une suite d’endomorphismes de 1'espace vectoriel E qui possédent les propriétés
suivantes :

e Vn € N, A, est un endomorphisme positif de E.

o Les suites (A,(u))nen, (An(0))nen, (An(w))nen convergent uniformément sur [0, 1] respecti-
vement vers u, v, w.

3a. Montrer que sionpose:Vn € N, ¢, = Ay(w)—20A,(v)+wA,(u), la suite (¢),en converge
uniformément sur [0, 1] vers 0.
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3b. En appliquant la formule du 2)c) au point y avec A, au lieu de A, montrer que pour tout
f € E, la suite (A,(f))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].

4. Déduire de ce qui précede que toute fonction continue sur [0, 1] a valeurs réelles est limite
uniforme sur [0, 1] d’une suite de fonctions polynomes.

5. En déduire le théoréme de Weierstrass : toute fonction continue sur un intervalle [a, b] a valeurs
complexes est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de fonctions polynomes.

FIN DE L’EPREUVE
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