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Exercice : Question préliminaire : Soit h : (x,t) — h(x,t) une fonction de deux variables continue

2]
et admettant une dérivée partielle of continue. u et v sont deux fonctions dérivables. On suppose que

o(x)
Papplication H : x +— / h(x, t)dt existe et bien définie. Montrer que H est dérivable sur son domaine
u(x)
de définition et que

o(x)
H'(x) = / af(x, t)dt + o' (x)h(x,0(x)) — u'(x)h(x, u(x)).

(x) ox

o(x)
Indication : considérer la fonction F(x,y) = / h(y, t)dt.
u(x)
Soit f une fonction continue ( mais non nécessairement dérivable ) de R dans R, on pose pour n entier

supérieur ou égal a 1

fa(x) = %n /_ln flx+1) (1-n?t?)dt.

3n [n
et I'on note que - (1-n®t*)dt = 1.
-1

1. 1a. Montrer que si f est nulle en dehors d’un intervalle bornée, alors il existe un intervalle borné tel
que chaque f,, (n = 1,2,...) s’annule en dehors de cet intervalle.

1b. Montrer que si f est bornée, il existe un nombre réel strictement positif M tel que

sup sup | fo,(x)| < M.

n>1 xeR

2. Montrer que chaque f, est dérivable et calculer f, (x) ( utiliser la question préliminaire ).
3. Montrer que la suite de fonctions (f;),>1 converge uniformément vers f sur tout intervalle compact.

4. Montrer que si lim f(x) =1 (Il € R), alors f, et f, ont une limite que 'on précisera, quand x tend
X—+00
Vers +0o.

5. Montrer que, pour tout x de R ot la dérivée f’(x) existe, la suite (f, (x)),., converge et a pour limite

f'(x).
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Probléme : Pour toute fonction f : R” — R de classe €' et tout x de R”, on note df; : R” — R la
différentielle de f en x. On rappelle que df; est la forme linéaire définie par :

Vh = (hy, by, s hn) € RY, dfi(h) = Z F (b,

ox;
i=1 !

On note, pour tout entier naturel non nul n, (ey, es, ..., e,) la base canonique de R" et x = (x1, x2, ..., Xp,)
un point de R". Pour j € {1,2, 00}, on note f; : x € R" = ||x||; et P; 'ensemble des points de R" ou f;
est différentiable.

1. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Montrer que 'application ||.|| n’est pas différentiable en 0.

2. Déterminer &; pour n = 1et j € {1,2, c0}.

On suppose, pour la suite de cette partie que n > 2.
3. On s’intéresse a la différentiabilité de fo : x — [|x||e = max |x;|. Précisément, on se propose de
<i<n
montrer que P, = {x € R"|3lk € {1,2,...,n}, ||x]le = |xx|}.

3a. Dessiner &P, pour n = 2.

n
3b. Montrer que P, est un ouvert de R"\{0}. On pourra utiliser la partition P, = U Gk, ou
k=1

G ={x e R"Vj € {L2,...n}\{k}, |x;| < |xxl}.

3c. Soient k un entier compris entre 1 et n et x € €. Montrer que f, est différentiable en x de
X

différentielle d(fio)x : h — ﬁhk.
Xk

3d. Montrer que f., n’est pas différentiable en x # 0 dans R"\ P, et conclure.

n
4. On s’intéresse a la différentielle de f; : x — ||x]||; = Z |x;|. Précisément, on se propose de montrer
i=1
que P, = {x € R"|Vk € {1,2,..,n}, xx # 0} (I'ensemble des points de R" dont les coordonnées sont
toutes non nulles ).

4a. Dessiner 9; pour n = 2.

4b. Montrer que &; est un ouvert de R"\{0}.

n

4c. Montrer que f; est différentiable en tout point x de &; de différentielle d(fi)x : h — E _|xk| hy.
Xk
k=1

4d. Montrer que f; n’est pas différentiable en x # 0 dans R"\%; et conclure.

n

2
5. Déterminer I’ensemble 9, des points de R" ou f; : x — ||x]|2 = (Z xf) est différentielle.

i=1

FIN DE L’EPREUVE
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