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MP — CPGE Mohamed VI-Kénitra

Année scolaire 20/21

Devoir libre 𝑛◦10
à rendre le 01/03/2021

Exercice : Question préliminaire : Soit ℎ : (𝑥, 𝑡) ↦→ ℎ(𝑥, 𝑡) une fonction de deux variables continue

et admettant une dérivée partielle
𝜕𝑓

𝜕𝑥
continue. 𝑢 et 𝑣 sont deux fonctions dérivables. On suppose que

l’application 𝐻 : 𝑥 ↦→
∫ 𝑣 (𝑥)

𝑢 (𝑥)
ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡 existe et bien dénie. Montrer que 𝐻 est dérivable sur son domaine

de dénition et que

𝐻 ′(𝑥) =
∫ 𝑣 (𝑥)

𝑢 (𝑥)

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)d𝑡 + 𝑣 ′(𝑥)ℎ(𝑥, 𝑣 (𝑥)) − 𝑢 ′(𝑥)ℎ(𝑥,𝑢 (𝑥)) .

Indication : considérer la fonction 𝐹 (𝑥,𝑦) =
∫ 𝑣 (𝑥)

𝑢 (𝑥)
ℎ(𝑦, 𝑡)d𝑡 .

Soit 𝑓 une fonction continue ( mais non nécessairement dérivable ) de R dans R, on pose pour 𝑛 entier
supérieur ou égal à 1

𝑓𝑛 (𝑥) =
3𝑛
4

∫ 1
𝑛

−1
𝑛

𝑓 (𝑥 + 𝑡)
(
1 − 𝑛2𝑡2

)
d𝑡 .

et l’on note que
3𝑛
4

∫ 1
𝑛

−1
𝑛

(
1 − 𝑛2𝑡2

)
d𝑡 = 1.

1. 1a. Montrer que si 𝑓 est nulle en dehors d’un intervalle bornée, alors il existe un intervalle borné tel
que chaque 𝑓𝑛 ( 𝑛 = 1, 2, ...) s’annule en dehors de cet intervalle.
1b. Montrer que si 𝑓 est bornée, il existe un nombre réel strictement positif𝑀 tel que

sup
𝑛>1

sup
𝑥 ∈R

|𝑓𝑛 (𝑥) | 6 𝑀.

2. Montrer que chaque 𝑓𝑛 est dérivable et calculer 𝑓 ′𝑛 (𝑥) ( utiliser la question préliminaire ).

3. Montrer que la suite de fonctions (𝑓𝑛)𝑛>1 converge uniformément vers 𝑓 sur tout intervalle compact.

4. Montrer que si lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥) = 𝑙 ( 𝑙 ∈ R ), alors 𝑓𝑛 et 𝑓 ′𝑛 ont une limite que l’on précisera, quand 𝑥 tend
vers +∞.

5. Montrer que, pour tout 𝑥 de R où la dérivée 𝑓 ′(𝑥) existe, la suite
(
𝑓 ′𝑛 (𝑥)

)
𝑛>1 converge et a pour limite

𝑓 ′(𝑥).
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Problème : Pour toute fonction 𝑓 : R𝑛 → R de classe 𝒞1 et tout 𝑥 de R𝑛 , on note d𝑓𝑥 : R𝑛 → R la
diérentielle de 𝑓 en 𝑥 . On rappelle que d𝑓𝑥 est la forme linéaire dénie par :

∀ℎ = (ℎ1, ℎ2, ..., ℎ𝑛) ∈ R𝑛, d𝑓𝑥 (ℎ) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑥)ℎ𝑖 .

On note, pour tout entier naturel non nul 𝑛, (𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑛) la base canonique de R𝑛 et 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)
un point de R𝑛 . Pour 𝑗 ∈ {1, 2,∞}, on note 𝑓𝑗 : 𝑥 ∈ R𝑛 ↦→ ‖𝑥 ‖ 𝑗 et𝒫𝑗 l’ensemble des points de R𝑛 où 𝑓𝑗
est diérentiable.

1. Soit (𝐸, ‖ .‖) un espace vectoriel normé. Montrer que l’application ‖ .‖ n’est pas diérentiable en 0.

2. Déterminer𝒫𝑗 pour 𝑛 = 1 et 𝑗 ∈ {1, 2,∞}.
On suppose, pour la suite de cette partie que 𝑛 > 2.

3. On s’intéresse à la diérentiabilité de 𝑓∞ : 𝑥 ↦→ ‖𝑥 ‖∞ = max
16𝑖6𝑛

|𝑥𝑖 |. Précisément, on se propose de
montrer que 𝒫∞ = {𝑥 ∈ R𝑛 |∃!𝑘 ∈ {1, 2, ..., 𝑛}, ‖𝑥 ‖∞ = |𝑥𝑘 |}.
3a. Dessiner 𝒫∞ pour 𝑛 = 2.

3b. Montrer que 𝒫∞ est un ouvert de R𝑛\{0}. On pourra utiliser la partition 𝒫∞ =

𝑛⋃
𝑘=1

𝒞𝑘 , où

𝒞𝑘 = {𝑥 ∈ R𝑛 |∀𝑗 ∈ {1, 2, ..., 𝑛}\{𝑘}, |𝑥 𝑗 | < |𝑥𝑘 |}.
3c. Soient 𝑘 un entier compris entre 1 et 𝑛 et 𝑥 ∈ 𝒞𝑘 . Montrer que 𝑓∞ est diérentiable en 𝑥 de
diérentielle d(𝑓∞)𝑥 : ℎ ↦→ 𝑥𝑘

|𝑥𝑘 |
ℎ𝑘 .

3d. Montrer que 𝑓∞ n’est pas diérentiable en 𝑥 ≠ 0 dans R𝑛\𝒫∞ et conclure.

4. On s’intéresse à la diérentielle de 𝑓1 : 𝑥 ↦→ ‖𝑥 ‖1 =
𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 |. Précisément, on se propose de montrer

que𝒫1 = {𝑥 ∈ R𝑛 |∀𝑘 ∈ {1, 2, ..., 𝑛}, 𝑥𝑘 ≠ 0} ( l’ensemble des points de R𝑛 dont les coordonnées sont
toutes non nulles ).
4a. Dessiner 𝒫1 pour 𝑛 = 2.
4b. Montrer que𝒫1 est un ouvert de R𝑛\{0}.

4c. Montrer que 𝑓1 est diérentiable en tout point 𝑥 de 𝒫1 de diérentielle d(𝑓1)𝑥 : ℎ ↦→
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑥𝑘

|𝑥𝑘 |
ℎ𝑘 .

4d. Montrer que 𝑓1 n’est pas diérentiable en 𝑥 ≠ 0 dans R𝑛\𝒫1 et conclure.

5. Déterminer l’ensemble𝒫2 des points de R𝑛 où 𝑓2 : 𝑥 ↦→ ‖𝑥 ‖2 =
(

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖

) 1
2

est diérentielle.

Fin de l’épreuve
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