CPGE MoHAMED VI-KENITRA

MP — CPGE MoHAMED VI-KENITRA

Année scolaire 21/22

DEVOIR LIBRE n°4

a rendre le 08/11/2021

ETUDE DE SUITES RECURRENTES LINEAIRES D’ORDRE p

Etant donnés p + 1 ( p € N) nombres complexes fixés v, a1, ..., o1, on considere 'ensemble
E des suites complexes (x,,),>o vérifiant la relation de récurrence suivante :

VneN, z,4p =y 1Tntp_1+ ... + 12p11 + +aoz, (1)

Soit E I’ensemble des suites vérifiant la relation (1). Le but du probléme est de trouver toutes
les suites vérifiant la relation de récurrence (1).

Partie I

1. En considérant ’application

©: E — CrP
r = (Tp)nen > (To, 1,0, Tpo1)

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C" de dimension p.

2. 2a. Soit f I'application :
f: E — E
(@n)nz0 = (2})nz0

avec 7, = x, 41 pour tout n € N. Montrer que f est un endomorphisme de F.
Vérifier que f est injectif si, et seulement si, oy # 0.

2b. On désigne par %, la base canonique de C* et & = ' (4,). Vérifier que & est une
base de E et donner de I'’endomorphisme f dans cette base.

Partie II

1. 1a. Posons
Tn

Tn+1

vneN, X, =

Tntp—1

Montrer alors que la relation de récurrence (1) peut alors s’écrire :

VneN, Xpu = AX,,
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ou A est la matrice constante de .#,(C) :

0 1 0 0

0 0 1 0
A—

0 0 0 1

ap a; Gz - Gp_q

Vérifier que Vn € N, X, = A" X,,.

1b. Calculer x 4, polynéme caractéristique de A.

. 2a. Soit A\ € C. Montrer que la suite géométriques (\"),,>o est dans F si, et seulement si, A

vérifie ’équation :
AP — Oép,1>\p71 — ... Oél)\ — Oy = 0 (2)
2b. On suppose que ’équation (2) admet p racines distinctes Ao, Ay, ..., A,_1. Montrer que

les suites (Ag)n>0, (AT)n>0, -+, (Ay_1)n>0 forment une base de E.
En déduire les suites (z,,),>0 réelles vérifiant :

Vn € N7 Tp43 = 6x,, — 11In+1 + 61’n+2 (3)

2¢. On suppose que A est une solution double de (2). Montrer que la suite (nA"),,>( est aussi
dans E.
En déduire les suites réelles vérifiant :

Vn € N, Tpi3 = STy, — 8$n+1 + 4xn+2 (4>

2d. On suppose que A est solution d’ordre p de (2). Vérifier que les suites
(A")nz0, (RA™)nz0, -y (0P 7IA") 0

forment une base de .
En déduire la solution générale de (1).

T

. Siya= H(X — \)%,avec \; € Cet g + as + ... + . = p, donner la forme générale de

k=1
toutes les suites vérifiant la relation (1).

FIN DE L’EPREUVE
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