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Exercice I

Soient A et M deux matrices de .#,,(C) telles AM = M A. On suppose que card(sp(M) = n.

1. Montrer que tout vecteur propre de M est un vecteur propre de A.

2. Montrer qu’il existe des scalaires complexes ag, o, ..., o, 1 vérifiant :
A=ool, + oM+ ...+ oy M

11 -5 5
3. Résoudre dans .#3(C) I'équation matricielle X* = Aou A= | -5 3 -3
5 =3 3

Exercice II

1 Soit ay, as, ..., a, des nombres réels vérifiant 0 < a; < ay < ... < a,. On considére la matrice

A de 4, (R) définie par :

0 s Az ... Qp—1 Qp
aq 0 as ... Qp—1 Qap
- ar ay 0 ... ap-1 an
ar ay az ... 0 a,
a; az as ... Qap—1 0
n
. . ay
1. Montrer que \ est une valeur propre de A si, et seulement si, Z 3 =0
o Ak
n
L1 . . iy . ak
2. En déduire que A est diagonalisable ( considérer la fonction ¢ : z +— —1 + Z y )-
x
k=1

Exercice III

n

Soit P = Z a1 X" un polynome de degré n de C[X]. On suppose que P(X) = H(X —\i)-

k=0 i=1

Pour k € {0,1,2,...,n }, on pose S = Z)\f
=1
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P’(X)_z": Sk 1 «— At

P(X) ~ "

1. Montrer que i1 T e X N
-0 =1

2. En déduire que, au voisinage de +00, on a :

n n—l
= Z <Z an_l_Z-SZ) l’l_l + O (é)
=1 =0

k
ai—;S; pour tout k € {1,2,...,n}.
=1

3. Montrer enfin que ap = 1 et que a; =

Tk

4. Soit A € #,(C). On définit les deux suites (By)i<k<n et (ax)1<k<n par les relations :
hd (Bla CL1) - (A7 - Tr(Bl))’

1
o Vk € {1, 2, ..., n}, (Bk, ak) = <A(Bk_1 + (lk_lfn), _E Tr(Bk))

n—1
Vérifier que x4(z) = X" + Z an_r X" ol x4 désigne le polyndme caractéristique de A.
k=1
Exercice IV
On note Z,,(K) I'ensemble des matrices diagonales. Soit A = diag(A1, A2, ..., \,) € 4, (K) ou

les scalaires \;, Ao, ..., \,, sont deux a deux distincts. Montrer que Z,,(K) = Vect(I, A, A%, ..., A"~ 1).

Probléme

o /,(C) désigne I'ensemble des matrice carrées a n lignes et n colonnes, a coefficients complexes.
o Si M € #,(C), sp(M) désigne 'ensemble des valeurs propres de M, un vecteur colonne X

sera dit vecteur propre de M, associé a la valeur propre A, s’il est non nul et si M X = A\ X. Si

A € sp(M), on désigne par F) 'ensemble des vecteurs colonnes X tels que M X = A\ X.

¢ Si N estune matrice et si I est un sous-espace vectoriel de C" onnote N.V ={ NM | M € V }.

Partie :I

1. Montrer que VA € #,(C), sp(A) # @.

2. Soient A et B appartenant a .#,(C), telles que AB = BA.
2a. Montrer que si A € sp(A), B.E) C E).
Montrer que si pu € sp(B), A.E, C E,,.
2b. Montrer qu’il existe un vecteur propre commun aux matrices A et B.

2c. Montrer qu’il existe une matrice inversible P telle que, si PAP ! = (evij)1<ij<n €t
PBP ! = (ﬁij)lgi,jgna alors Vi € {2, 3, ...,TL}, Qg1 = 6@'1 = 0.

2d. Si A" = (aij)i<ij<n et B' = (Bij)1<ij<n
Comparer A'B’ et B'A’.

3. En déduire que si A et B appartiennent a ., (C) et commutent entre elles, il existe une
matrice S inversible telle que S™*AS et S~ BS soient triangulaires supérieures.
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Partie : II

A et B étant deux matrices appartenant a .#,(C) fixées, on s’intéresse a

=

w N

E={Ze#(C)|AZ—-ZB=0}.

Montrer que les applications : &7 : Z +— AZ et # : Z — Z B sont des endomorphismes du
C- espace vectoriel .#,,(C).

Comparer of o B et B o .

On désigne par sp(.«7) (respectivement sp(4) ) 'ensemble des valeurs propres de I’endomor-
phisme &7 (respectivement ).

Montrer que sp(&/) = sp(A) et sp(#) = sp(B).
On considére ¥ = o/ — A.

4a. Soient (\, 1) € sp(A) x sp("B). Soit X un vecteur propre de A associé a A et Y un
vecteur propre de ‘B associé a .

Montrer que Z = X'V est un vecteur propre de I'endomorphisme .%, déterminer la valeur
propre associée.

4b. Montrer que si « € sp(.F), il existe (\, i) € sp(A) x sp('B) tels que o« = X — ju.
4c. Montrer que sp(B) = sp(‘B).
4d. En déduire sp(F).

. Montrer que .% est inversible si et seulement si sp(A) Nsp(B) = @.

. Exemple : Considérons les deux matrices :

4 11 0 6 6
A=1(2 4 1|,B=[-1 5 4
01 4 1 -2 -1

Déterminer { Z € #5(C) | AZ — ZB =0} ( on remarquera que A a une valeur propre
double).

FIN DE L’EPREUVE
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