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MP — CPGE Mohamed VI-Kénitra

Année scolaire 21/22

Devoir libre n◦7
à rendre le 27/12/2021

Le but de ce problème est de calcul de la constante d’Euler et son application dans l’étude de

certains intégrales généralisées. Les deux parties sont dans une large mesure, indépendantes.

Première partie : Calcul approché de la constante d’Euler

1. On pose pour n ∈ N∗ :

Sn =
n∑
i=1

1

i
, un = Sn − ln(n) , vn = Sn−1 − ln(n).

ln(n) représente le logarithme népérien de n, ∼ : "est équivalent à". On dé�nit la constante γ
comme le nombre réel γ = lim

n→+∞
un.

1a. En utilisant les deux suites de terme général un et vn, démontrer l’existence de γ.

1b. Donner un encadrement de γ d’amplitude 10−1.

2. Soit k ∈ N∗ et f : [k, k + 1] → R, dé�nie par f(t) =
1

t
. On note g la fonction a�ne sur

[k, k + 1] et h la fonction a�ne sur

[
k, k +

1

2

[
et

[
k +

1

2
, k + 1

]
telles que

• f(k) = g(k) = h(k)

• f(k + 1) = g(k + 1) = h(k + 1)

• f ′(k) = h′(k)

• f ′(k + 1) = h′(k + 1)

2a. En utilisant les représentations graphiques ( ou autrement ) démontrer que :

1

2k
+

1

2(k + 1)
+

1

8(k + 1)2
− 1

8k2
≤ ln

(
k + 1

k

)
≤ 1

2k
+

1

2(k + 1)
.

Quelles inégalités peut-on en déduire pour un − γ ?

On pourra utiliser la relation suivante, que l’on justi�era :

un − γ =
+∞∑
k=n

[
ln

(
k + 1

k

)
− 1

k + 1

]
.
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2b. Donner alors un encadrement de γ d’amplitude 10−3.

2c. Prouver l’existence des réels a, b, c tels que :

ln

(
k + 1

k

)
− 1

(k + 1)
−a

(
1

k
− 1

k + 1

)
− b
(

1

k2
− 1

(k + 1)2

)
∼

k→+∞
c

(
1

k4
− 1

(k + 1)4

)
.

2d. En déduire que un − γ −
a

n
− b

n2
∼

k→+∞

c

n4
.

3. On désire améliorer le calcul de la constante γ.

3a. Q[X] est l’ensemble des polynômes à coe�cients rationnels. Soit Φ l’endomorphisme de

Q[X] tel que :

Φ : Q(X) 7→ Q(X + 1)−Q(X).

Calculer Im(Φ) et Ker(Φ).

3b. En déduire que pour tout p ∈ N, il existe un unique polynôme Qp ∈ Q[X] tel que :{
Qp(X + 1)−Qp(X) = Xp

Qp(0) = 0

3c. Démontrer que pour p ≥ 1, Q′p(X)−Q′p(0) = pQp−1(X).

3d. En déduire le calcul de Q0, Q1, Q2, Q3, Q4, Q5.

3e. Déterminer M5 = max
t∈[0,1]

Q5(t) et m5 = min
t∈[0,1]

Q5(t).

4. Pour k et p ∈ N∗, on pose :

Ip(k) =

∫ 1

0

pQp−1(t)

(t+ k)p+1
dt.

4a. Trouver une relation de récurrence entre Ip et Ip+1.

4b. Calculer I1(k) et obtenir l’encadrement suivant :

− 1

128

(
1

k6
− 1

(1 + k)6

)
≤ I6(k) ≤ 0.

4c. En déduire un encadrement de un − γ.

4d. Donner alors les dix premières décimales de γ.

Deuxième partie : Utilisation de γ pour calculer certains intégrales généralisées

-A-

1. Démontrer que ∀n ∈ N∗ :

n∑
i=1

1

i
=

∫ 1

0

1− tn

1− t
dt.

Puis à l’aide d’un changement de variables montrer que∫ n

0

[
1−

(
1− y

n

)n] dy

y
=

n∑
i=1

1

i
.
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2. Démontrer que

n∑
i=1

1

i
− ln(n) =

∫ 1

0

[
1−

(
1− y

n

)n] dy

y
−
∫ n

1

(
1− y

n

)n dy

y
.

3. On veut démontrer que pour tout 0 ≤ y ≤ n, on a :

0 ≤ e−y −
(

1− y

n

)n
≤ y2

n
e−y.

Pour cela on établira successivement que :

3a. ∀x ∈ R , 1 + x ≤ ex.

3b. ∀t ∈ [0, n] ,

(
1 +

t

n

)n
≤ et et

(
1− t

n

)n
≤ e−t.

3c. ∀t ∈ [0, n] ,

(
1− t2

n2

)n
≥ 1− t2

n
.

3d. ∀y ∈ [0, n], 0 ≤ e−y −
(

1− y

n

)n
≤ y2

n
e−y.

4. Démontrer alors que

γ =

∫ 1

0

(
1− e−y

) dy

y
−
∫ +∞

1

e−y
dy

y
.

-B-

1. Prouver l’existence de

∫ +∞

0

e−x
(

1

1− e−x
− 1

x

)
dx.

2. Prouver l’existence de

∫ +∞

0

e−x − e−nx

x
dx pour toutn ∈ N∗. On pose In(α) =

∫ +∞

α

e−x − e−nx

x
dx.

On écrit alors que

∫ +∞

0

e−x − e−nx

x
dx = lim

α→0
In(α).

3. Démontrer que In(α) =

∫ nα

α

e−x

x
dx.

4. On introduit la fonction f : x 7→ 1− e−x

x
. Véri�er que

In(α) = ln(n)−
∫ nα

α

f(x)dx.

En déduire que ∫ +∞

0

e−x − e−nx

x
dx = ln(n).
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5. En utilisant, pour λ > 0,

∫ +∞

0

e−λxdx =
1

λ
, démontrer que

n−1∑
q=1

1

q
− ln(n) =

∫ +∞

0

(e−x − e−nx)g(x)dx

avec g(x) =
1

1− e−x
− 1

x
.

6. En déduire que γ =

∫ +∞

0

e−xg(x)dx.

Fin de l’épreuve
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