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Année scolaire 21/22

DEVOIR LIBRE 7.°9

a rendre le 24/1/2022

Dans toute la composition, R désigne '’ensemble des nombres réels. On
note .# (R, R) 'espace vectoriel des fonctions définies sur R a valeurs dans
R, et .Z le sous-ensemble de .# (R, R) formé des fonctions lipschitziennes,
c’est a dire des fonctions ¢ telles qu’il existe une constante K, > 0 telle
que :

(2, y)R?, [p(@) — oY) < Kolr —yl.

Le but du probléme est de chercher les fonctions F' € .Z telles que :
Ve e R, F(z)—AF(x+a)= f(z) (%)

ou f € Z est une fonction donnée et A et a sont deux réels non nuls.

Partie I

1. Soit F' € .Z# (R, R) vérifiant (*). Montrer que pour tout = € R et pour
toutn € N*,on a

n—1

F(z) = \"F(z +na) + Y _ N f(z + ka)

et
F(x)=X"F(x —na) — Z AP f(x — ka).

2. Montrer que .Z est un sous-espace vectoriel de . # (R, R).

PAGE 1/3 HHEN

CPGE MoHAMMED VI-KENITRA

-




CPGE MoHAMMED VI-KENITRA

-

. Soit f € .Z (R, R) dérivable. Montrer que f € .Z si, et seulement si, sa

dérivée f’ est bornée.

. Soient f et g deux fonctions bornées de .Z. Montrer que le produit fg

appartient 4 .. A I'aide d’un contre-exemple, montrer que ce n’est plus
le cas si f et g ne sont pas toutes les deux bornées.

. Soit f € .Z. Montrer qu’il existe deux réels positifs A et B tels que

Ve e R, |f(z)] < Alz|+ B.

. Soit f € #(R,R). On suppose qu’il existe un réel positif M tel que,

pour tout (x,y) € R? vérifiant 0 < z —y < 1,ona

|f(z) = f(y)] < Mz —yl.

Démontrer que f € .Z.

Partie Il

. On suppose dans cette question que |A| < 1.

la. Montrer que pour tout z € R, la série Z A" f(x 4 na) est abso-

neN
lument convergente. En déduire qu’il existe une et une seule fonction

F € & vérifiant (x) et que F' est donnée par

o

F(z) = ZA"f(aH—na).

n=0

1b. Déterminer F' dans les cas suivants :

filz) =1, folx) = cos(x), f3(x) = sin(z).

. On suppose dans cette question que A > 1.
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Montrer que pour tout x € R, la série Z A" f(x —na) est absolument

neN*
convergente. En déduire qu’il existe une et une seule fonction F' € &

vérifient (x) et que F est donnée par

F(zx) = —Z)\_”f(:zz—na).

Partie

. On suppose que A = 1.

la. Montrer que, pour qu’il existe une fonction F' € £ vérifiant (x), il
faut que f soit bornée.

1b. Montrer qu’il existe une fonction F' € £ non nulle vérifiant
VeeR, F(z)— F(x+a)=0.

Cette fonction est-elle unique ?

. On suppose que A = —1.

2a. Montrer qu’il existe une fonction F' € .Z non nulle vérifiant
Ve eR, F(z)+ F(r+a)=0.

Cette fonction est-elle unique ?

2b. On suppose que a = 1 et que f € £ est décroissante, de limite
nulle en 400 et de dérivée f’ croissante.

i) Montrer que la série Z(—l)” f(x + n) converge.

neN

ii) Montrer qu’il existe une unique fonction F' € .Z vérifiant (x) et
de limite nulle en +oo0.

FIN DE L’EPREUVE
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