
C
P
G
E
M
o
h
a
m
e
d
V
I
-
K
é
n
i
t
r
a

MP — CPGE Mohamed VI-Kénitra

Année scolaire 21/22

Devoir libre n◦1
à rendre le 19/09/2022

Exercice

1. Soit P (X) = anX
n + an−1X

n−1 + ...+ a0 un polynôme scindé de degré n, et x1, x2, ..., xn
ses racines distincts ou non.

Montrer que

n∑
i=1

xi = −an−1

an
et

n∏
i=1

xi = (−1)n
a0
an

.

2. Pour tout n ∈ N∗
, on pose wn = e

2iπ
n .

2a. Pour k ∈ Z, calculer An(k) =
n−1∑
p=0

wkp
n .

2b. Calculer |Gn|2 où Gn =
n−1∑
p=0

wp2

n .

Problème

-I-

Soit p un nombre premier et a ∈ Z/pZ. On désigne par Ta l’application de Z/pZ dans Z/pZ dé�nie

par ∀x ∈ Z/pZ, Ta(x) = x+ a.

On pose T = { Ta | a ∈ Z/pZ }.
1. Véri�er que ∀(a, b) ∈ (Z/pZ)2, Ta ◦ Tb = Ta+b.

2. En déduire que (T , ◦) est un groupe et que l’application ϕ : a 7→ Ta est un isomorphisme de

groupes.

-II-

Soit (G, .) un groupe �ni de cardinal n et p un nombre premier qui divise n. En considère

l’ensemble E des applications f : Z/pZ → G telles que :

f(0)f(1)...f(p− 1) = e

où e l’élément neutre de G ( G n’est pas nécessairement commutatif ). On considère aussi le

sous-ensemble E0 de E constitué des applications constantes de E.
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1. Montrer que E0 6= ∅.

2. Soit f ∈ E. Véri�er que f ◦ T1 ∈ E, en déduire que ∀k ∈ Z/pZ, f ◦ Tk ∈ E.

3. Pour f ∈ E, on dé�nit Hf = { k ∈ Z/pZ | f = f ◦ Tk }.
3a. Montrer que Hf est un sous-groupe de Z/pZ.

3b. Montrer que f ∈ E0 ⇔ Hf = Z/pZ.

3c. En déduire que f /∈ E0 ⇔ Hf = { 0 }.

4. On dé�nit sur E la relation binaire R par :

fRg ⇔ ∃k ∈ Z/pZ : g = f ◦ Tk.

4a. Véri�er que R est une relation d’équivalence.

4b. Soit f ∈ E, on dé�nit l’application :

Ψf : Z/pZ → [f ]R
k 7→ f ◦ Tk

où [f ]R désigne la classe d’équivalence de f pour la relation R.

Montrer que Ψf est surjective et qu’elle est injective si, et seulement si, f ∈ E \ E0.

4c. En déduire card([f ]R) =

{
1 si f ∈ E0

p si f ∈ E \ E0
.

4d. En déduire qu’il existe une partition de E de la forme

E = E0 ∪

(
m⋃
k=1

[fk]R

)

avec f1, f2, ..., fm ∈ E \ E0.

4e. En déduire que card(E) = card(E0) mod p.

5. Considérons l’application :

Φ : E → Gp−1

f 7→ (f(0), f(1), ..., f(p− 2))

Montrer que Φ est bijective, en déduire que p divise card(E).

6. D’après ce qui précède, déduire que p divise le nombre d’éléments de l’ensemble { x ∈ G | xp = e }.
En déduire que G contient un sous-groupe de cardinal p.

7. Montrer que si H1 et H2 sont deux sous-groupes de G de même cardinal p, alors H1 = H2

ou H1 ∩H2 = {e}.
En déduire λp(G), nombre de sous-groupes de G de cardinal p, véri�e λp(G) = 1 mod p.

8. Montrer que tout groupe de cardinal 15 est cyclique.

Fin de l’épreuve
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