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Année scolaire 21/22

DEVOIR LIBRE 1n°1

a rendre le 19/09/2022

Exercice

1. Soit P(X) = a, X" + an,_1 X" ' + ... + ap un polyndme scindé de degré n, et z1, 1o, ..., 7,
ses racines distincts ou non.

n n
QAp—1 Qo
Montrer que E T = — et HIZ— =(—1)"—.
— an - an,

1= 1=

2im

2. Pour tout n € N*, on pose w,, = e n .

n—1
2a. Pour k € Z, calculer A, (k) = Zw,’f’;p.
p=0
n—1
2b. Calculer |G, |* ot G,, = Z wff.
p=0
Probléme

I-

Soit p un nombre premier et a € Z/,;. On désigne par T, I'application de Z/,; dans Z / ,;, définie
parVe € Z/pz, To(z) = © + a.
Onpose 7 ={T,|a€Z/y }.

1. Vérifier que V(a, b) € (Z/pz)z, T,0Ty, =Ty

2. En déduire que (.7, o) est un groupe et que I'application ¢ : a + T}, est un isomorphisme de
groupes.

-1I-

Soit (G, .) un groupe fini de cardinal n et p un nombre premier qui divise n. En considére
I'ensemble E des applications f : Z/,z — G telles que :

FO)fQ)..flp—1) =e

ou e I’élément neutre de G ( G n’est pas nécessairement commutatif ). On considére aussi le
sous-ensemble F de F constitué des applications constantes de F.
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. Montrer que Ey # @.
. Soit f € E. Vérifier que f o Ty € E, en déduire que Vk € Z/,z, f o T}, € E.
. Pour f e E,ondéfinit Hy={k€Z/y | f=foTly}

3a. Montrer que H est un sous-groupe de Z/,.
3b. Montrer que f € Ey < Hy =Z/ 2.
3c. Endéduire que f ¢ Ey < Hy = {0 }.

. On définit sur F la relation binaire & par :

f#g <=3k e€l/y:g=fol.

4a. Vérifier que Z est une relation d’équivalence.
4b. Soit f € E, on définit 'application :

Ve Z/pz —  [fla
k — fOTk

ou [f]# désigne la classe d’équivalence de f pour la relation Z.
Montrer que U est surjective et qu’elle est injective si, et seulement si, f € E \ Ej.

1 SleEo
p si fEE\Ey"

4d. En déduire qu’il existe une partition de £ de la forme

E = FEyU (O[fk]j>

k=1

4c. En déduire card([f]#) = {

avec f17 fg, cey fm ekl \ Eg.
4e. En déduire que card(F) = card(Ey) mod p.

. Considérons I'application :

¢: E — Grt
foe (0), F(1), s f(p = 2))

Montrer que P est bijective, en déduire que p divise card(F).

. D’apres ce qui précéde, déduire que p divise le nombre d’éléments de 'ensemble { x € G | 2F = e }.

En déduire que G contient un sous-groupe de cardinal p.

. Montrer que si H; et H, sont deux sous-groupes de G de méme cardinal p, alors H; = H,

ou Hy N Hy = {e}.
En déduire \,(G), nombre de sous-groupes de G de cardinal p, vérifie A\,(G) = 1 mod p.

. Montrer que tout groupe de cardinal 15 est cyclique.

FIN DE L’EPREUVE
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