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Devoir libre n◦2
à rendre le 26/09/2022

Dans tout ce qui suit n est un élément de N supérieur ou égal à 2. On note Sn l’ensemble des

bijections de [[1, n]] dans [[1, n]]. Les éléments de Sn sont donc les permutations de [[1, n]].
E est un espace vectoriel sur R de dimension n et B = (e1, e2, ..., en) en est une base. À toute

permutation σ de [[1, n]] on associe la matrice Pσ = (pij)1≤i,j≤n de Mn(R) dé�nie par :

∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, pij =

{
1 si i = σ(j)
0 si i 6= σ(j)

.

À toute permutation σ de [[1, n]] on associe également l’endomorphisme fσ de E dont la matrice

dans la base B est Pσ.

Une matrice A de Mn(R) est une matrice de permutation si l’on peut trouver un élément σ de

Sn (nécessairement unique) tel que A = Pσ.

GLn(R) désigne le groupe des éléments inversibles de l’anneau (Mn(R),+, .) et In la matrice

unité.

I-QUELQUES EXEMPLES

1. Ici n = 3. On pose A =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 . Montrer que A est une matrice de permutation et

trouver la permutation correspondante.

2. Ici n = 4. On pose A =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 .

2a. Montrer que A est une matrice de permutation et trouver la permutation correspondante.

2b. Calculer A2
. En déduire que R4 = Ker(A− I3)⊕Ker(A+ I3).

3. Ici n vaut encore 4. On considère l’élément σ de S4 dé�ni par : σ(1) = 2, σ(2) = 3, σ(3) = 4
et σ(4) = 1.

3a. Écrire la matrice Pσ.

3b. Calculer P 2
σ et P 4

σ .

3c. Montrer que Pσ est semblable à M =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 .
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II-UN PEU DE GÉNÉRALITÉS

Pn est l’ensemble des matrices de permutation de Mn(R). Dans la suite, σ est une permutation

de [[1, n]]. Pσ = (pij)1≤i,j≤n.

1. Que dire de Pσ si σ est la permutation identité ? (on justi�era sa réponse)

2. Trouver le cardinal de Pn.

3. 3a. Déterminer, pour tout élément j de [[1, n]], fσ(ej).

3b. A = (aij)1≤i,j≤n est un élément de Mn(R). Calculer APσ et préciser de quelle manière

cette matrice se déduit de A.

4. σ′ est une seconde permutation de [[1, n]]. Montrer que Pσ′Pσ = Pσ′◦σ (on pourra utiliser 2.a)
ou le produit matriciel).

5. Déduire de ce qui précède que (Pn, .) est un sous-groupe de GLn(R). Montrer que P−1σ =
Pσ−1 = tP σ.

6. 6a. Montrer que pour tout élément k de Z, P k
σ est une matrice de permutation.

6b. En raisonnant par l’absurde et en repensant à la question 1., montrer qu’il existe deux

éléments distincts q et q′ de N tels que P q
σ = P q′

σ .

6c. En déduire qu’il existe un élément r de N∗ tel que P r
σ = In.

7. L est l’ensemble des matrices de Mn(R) qui commutent avec toutes les matrices de permu-

tation de Mn(R).
7a. Soit B = (bij)1≤i,j≤n un élément de Mn(R) et σ une permutation de [[1, n]].

Montrer que : BPσ = PσB si et seulement si ∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, biσ(j) = bσ−1(i)j .

7b. α et β sont deux réels. On considère la matrice

M(α, β) =


α β β . . . β
β α β . . . β
β β α . . . β
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

β β β . . . α

 ∈Mn(R).

M(α, β) = (mij)1≤i,j≤n avec mij = α si i = j et β sinon.

Montrer que M(α, β) est dans L .

7c. Réciproquement, montrer que si B est dans L , il existe deux réels α et β tels que

B =M(α, β).

8. 8a. Montrer que dans chaque colonne de Pσ , il y a un 1 et un seul les autres coe�cients étant

nuls.

8b. Montrer que dans chaque ligne de Pσ, il y a un 1 et un seul les autres coe�cients étant

nuls.

8c. Montrer que si Pσ n’est pas l’identité, la trace de Pσ est un élément de [[0, n− 2]].

8d. Donner une condition nécessaire et su�sante portant sur σ pour que Pσ ait pour trace

n− 2.

8e. Montrer que deux matrices de permutation de trace n− 2 sont semblables.

Fin de l’épreuve
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