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DEVOIR LIBRE 1n°3

a rendre le 11/10/2022

Exercice I

E désigne I'espace des polyndmes a coefficients dans R. Si P € F,onpose | Pl = sup |P(z)].

z€[—1,1]

1. Montrer I'application ||.|| est un norme sur E.

N

. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique polyndéme 7;, de degré n tel que :
Vo € R, T,(cos(x)) = cos(nx).

Déterminer son coefficient dominant.

3. Déterminer les racines de T),.

4. Montrer que { z € [~1,1]| |Tu(2)] = | Th|lc } = {cos <’%) ' ke [0,n] }

5. Soit P un polynome unitaire de degré n. Montrer

1
1Pl =

— 9n-—1 ’

s
On pourra s’intéresser aux valeurs de P et T}, en les cos (—) , pour k € Z.
n

6. Cas d’égalité. Montrer

1Pl = e P=

on—1 2n—1Tn‘

Exercice II

On se propose de montrer que I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite u = (cos(n)),en
est [—1,1].

On dit qu’un sous-groupe additif H de (R, +) est discret si pour tout segment I de R 'intersection
I'N H est finie.

1. Montrer que les sous-groupes additifs de R discrets sont de la forme :

Zo ={pa|pel}

ou « est un réel.
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2. Montrer que les sous-groupes additifs de R sont denses ou discrets.

3. Soient a, b deux réels non nuls. Montrer que le groupe additif G = Za+7Zb = { pa + qb | (p,q) € Z* }

. . . a . . .
est discret [resp. dense] si, et seulement si, 7 est rationnel [resp. irrationnel].

4. Onnote I' = { z € C | |z| = 1} le cercle unité dans le plan complexe.
4a. Montrer que { e ‘ n ez } est dense dans I'.

4b. Montrer que 'ensemble { cos(n) | n € N } est dense dans [—1, 1], ce qui signifie que
'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite u = (cos(n)), oy est [—1, 1].

Exercice III

Soit v un réel fixé dans |0, 1[ et u = (uy,)nen définie par u,, = cos(n®) pour n > 0. On se donne
un réel = € [—1, 1] et on note 6 le réel de [0, 7] défini par x = cos(f). Pour tout entier n > 1, on
désigne par p(n) entier défini par :

p(n)* <04 2nmt < (p(n) +1)*

Cest-a-dire que ¢(n) = E((0 + 2n7)=).
1. Montrer que ¢ est une fonction strictement croissante de N* dans N*0.
2. Montrer que lim (6 + 2nm — p(n)*) = 0.
n—oo
3. Montrer que lim (uy(,)) = .
n—oo

4. En déduire que 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite u est [—1, 1].

FIN DE L’EPREUVE
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