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a rendre le 12/11/2022

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. L’ensemble des formes linéaires sur F (c’est-a-
dire des applications linéaires de F dans KK) est noté E™ et est appelé dual algébrique de E. £ (E) désigne
I'espace de endomorphismes de E.

I
Sia € E et f € E*, on définit 'endomorphisme f ® a de E par :
Ve e E, (f®a)(r) = f(r)a
L application transposée d’un endomorphisme u € .Z(E) est I'application u : E* — E* défini par :

Vil € E¥, w(l) = Lou.

. Montrer que 'application “ ainsi associée a u est un endomorphisme de E*.

N =

. Siu et v sont dans .Z(F), vérifier que

fwou)="uo.

w

. Soita € E, f € E* etu € Z(E). Vérifier que uo (f ®a) = f Qu(a) et (f ®a) ou = "u(f) ®a.

=

. Soit & = (a1, aq, ...,a,) une base de E et F = (f1, fo, ..., fn) une base de E*. Montrer que la famille
(uij)1<ij<n OU Uj; = f; ® aj, est une base de £ (E).

-II-

Soient u et v deux endomorphismes de E diagonalisables, donc il existe une base & = (e, ea, ..., €,)
de E formée de vecteurs propres de u et des scalaires Aj, ..., A,, non nécessairement distinctes tels que
Vk € [1,n], u(ex) = Ager, il existe une base &/ = (a1, as, ..., a,) de E formée de vecteurs propres
de v et des scalaires y1, ..., i, non nécessairement distinctes tels que Vk € [1,n], v(ag) = prag. Soit
&* = (€], €5, ..., er) labase duale de &.

1. Calculer tu(ej-) pour tout j € [1,n].
2. On considére 'endomorphisme :
S,,: Z(E) — Z(E)
w = wou—vow

2a. Montrer que u;; = €; ® a; est un vecteur propre de ®,, ,, et déterminer la valeur propre associée,
pour toutl <4, j < n.
Conclure.

2b. Déterminer le polyndme caractéristique de ®,, , en fonction de A1, Aa, ..., Ay, et i1, pi2, ..., fin.
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2c¢. Dans cette question, on suppose u = v et on pose S = sp(u) le spectre de u et S2 'ensemble de
parties de S a de deux éléments de S et m) I'ordre de multiplicité de A dans S.

Montrer que le polynéme caractéristique de & = @, ,, est

xo(X) = XAZG:SmA H (X2 — (A= M)%mkmu.

{>\7H’}ESQ

2d. En déduire la dimensionde ¢, = { w € Z(E) |wou=uow }.

. Soit u € Z(F) un endomorphisme admettant n valeurs propres deux a deux distinctes et soit

w € Z(F). Montrer, d’apreés ce qui précéde, que les deux conditions suivantes sont équivalentes :
3a. wou=uow,

3b. il existe un polynome de degré inférieure ou égal a n tel que w = P(u).

FIN DE L’EPREUVE
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