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MP — CPGE Mohammed VI-Kénitra

Année scolaire 21/22

Devoir libre n◦6

à rendre le 09/12/2022

Exercice 1 : La suite de Fibonacci est la suite de nombres réels (Fn)n∈N dé�nie par F0 = F1 = 1 et

∀n ∈ N∗, Fn+1 = Fn + Fn−1.

1. Montrer que lim
n→∞

Fn = +∞.

2. Notons w la racine positive de l’équation x2 = x+ 1. Calculer

Fn+1 − wFn

Fn − wFn−1
en fonction de w et de

n ∈ N∗. En déduire que la suite

(
Fn+1

Fn

)
n∈N∗

est convergente. Calculer sa limite.

3. Notons E l’ensemble des suites réels véri�ant ∀n ∈ N∗, xn+1 = 3xn − xn−1.

3a. Véri�er que les suites (F2n)n∈N et (F2n+1)n∈N sont des éléments de E .

3b. Soit (xn)n∈N une suite de E . Montrer que la quantité x2n − xn−1xn+1 ne dépend pas de l’entier n.

En déduire, en fonction de x0, x1, xn et xn+1, la somme :

(x21 − x0x2)
n∑

k=1

1

xkxk+1
.

3c. En déduire que les séries

∑
n∈N

1

F2n+2F2n
et

∑
n∈N

1

F2n+3F2n+1
sont convergentes et calculer leur

sommes.

3d. En déduire que les séries

∑
n∈N

1

Fn+2Fn
et

∑
n∈N

(−1)n

Fn+2Fn
sont convergentes et calculer leur sommes.

Exercice 2 : Soit (an)n∈N∗ une suite de nombres réels positifs. On suppose que la série

∑
n∈N∗

a2n est

convergente. On dé�nit, pour n ∈ N∗, αn et A par αn =
1

n

n∑
k=1

ak et A =
∞∑
n=1

a2n.

1. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, α2
n − 2αnan ≤ (n− 1)α2

n−1 − nα2
n.

2. En déduire que la série

∑
n∈N∗

α2
n est convergente et que

∞∑
n=1

α2
n ≤ 4A.

3. Montrer que 4 est la meilleur constante possible : si γ est un nombre réel strictement positif véri�ant

∞∑
n=1

α2
n ≤ 4A, alors 4 ≤ γ.
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4. Application : Soit (un)n∈N une suite de nombres réels positifs. On suppose que la série de terme

général u2n converge. Montrer que la famille

(
umun
m+ n

)
(m,n)∈N∗2

est sommable.

Fin de l’épreuve
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