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1
Exercice 1: Soit (a, )nen+ une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme général — converge.
Qn

1. Montrer, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que :

ai az ap

1 4 n?
VneN*, (1+2+..+n)?<(a;+asy+..+ap) <+—|—...+>.

2. 2a. Utiliser le résultat précédent pour établir que :

2 1 ’VI 2
VYn € N*, n <4 _
a1 +as+...+a, n—|—1 1 ap

n

2n+1 1
2b. En déduire, par sommation, que ¥n € N*, Z Z —
— +ag+...+ap

- o 271 +1
2c. Montrer que la série de terme général converge.
ay+ag+...+a,

’ . o ’ ’ n ’ .
2d. En déduire que la série de terme général u,, = converge et que sa somme vérifie

ar+as+ ...+ an
Z“nSQZ;

n=1

Exercice 2: Pour tout nombre réel x strictement positif, on pose
oo
1 n+1 dt
flz) = Z (nx - /n )
Démontrer que f est bien définie sur |0, +00] et qu’elle est continue sur |0, +00].

Exercice 3 : Etant donné une fonction continue f définie sur I'intervalle ferme [0, 1] et a valeurs réelles, le
probléme a pour but la construction d’une suite de polynémes convergeant uniformément vers f.

1. Soit (yr)ken une suite de nombres réels, on pose
Aoyk = Yk

AYr = Yrt+1 — Yk
A%y, = A(Ayy).

et de facon générale
Anyk = A(An_lyk).

Exprimer A"y, en fonction des nombres de la suite (yx)ken-
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. Etant donne une fonction continue f définie sur 'intervalle ferme [0, 1] et a valeurs réelles, on lui associe un

polynéme B, (f, z) défini par

x:nni! Exk _ )k
Batt) =3 et () 0 -

Montrer que le polyndéme B, (f, x) est au plus de degré n et qu’on peut I’écrire sous la forme

B, (f,z) = ZAtf(O)tl(i'x

Af (i) =f<k:1> —f(i), k € [0,n].

. Donner l'expression de B,,(f, x) dans chacun des cas particuliers suivants :

a. f:x—1.
b. f:xz .
c. fiaxm

. Dans chacun des cas particuliers précédents, montrer que la suite (B, (f, ))nen converge uniformément vers

3

. Etablir la relation

kz_o(k - n:v)2k!(7:1ik)!mk(1 — )" F =zl —2).

On pourra se servir utilement des expressions de B,,(1,z), By (z, x) et B, (2%, z) établies précédemment.
En déduire 'inégalité

ou § est un nombre positif, z € [0, 1] et la sommation est étendue a toutes les valeurs de k appartenant a

> 4.

k
- —x
n

I’ensemble {0,1,2,...,n — 1,n} satisfaisant & 'inégalité

. Montrer que, si f est une fonction a valeurs réelles définie et continue sur [0, 1], 1a suite (B, (f, *))nen converge

uniformément vers f sur [0, 1].

FIN DE L’EPREUVE

PAGE 2/2 W

/




