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Exercice 1: Soit z un nombre réel non négatif. On consideére la série de terme général

G e W N e

1
Up =2 — 2" 72, n>1.

. Montrer que cette série est convergente si0 < z < 1.

. Calculer sa somme S(z). S est elle continue ?

. Montrer que son reste R, () est égal a 2" S(x).

. Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions de terme général u,, sur [0, a] avec 0 < a < 1.

. Démontrer I'inégalité :

1
< —.

1
/0 R, (z)dx i

En déduire que la série peut étre intégrer terme a terme sur [0, 1]. Calculer alors la somme de la série obtenue
par intégration.

Exercice 2 Soit a un rée tel que a €]0, 1[, I est'un des intervalle de R : |0, +o0[, ] — 00, 0] ou R, et (E) 'équation

(B): f'(z) = f(ax).

On pose f(0) = A, oit A est un nombre réel fixé. On appelle solution de (E) sur I, toute fonction f a valeurs réelles
définie et dérivable sur I et qui vérifie (F) en tout point z de I.

1.

Montrer que si f est une solution de (E) sur I, alors elle est de classe € sur I et pour tout p > 1, calculer la
dérivée p-eme, fP) en fonction de a et f.

. Pour @ = 1, donner les solutions de (F) sur R.

Dans ce qui suit, f désignera une solution de (E) sur R.

. En utilisant 'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que f est développable en série entiére sur R et expliciter

en fonction de f et a les termes de cette série entiére.

. Montrer que 'ensemble des solutions de E sur R est un R-espace vectoriel de dimension 1 dont une base est

, . ad n(n—1) ,’L‘n
donnée par la fonction f1 : z +— g a T .
n!
n=0

En déduire alors que 'unique solution de E' sur R qui s’annule en 0 est la fonction nulle.
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