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DEVOIR LIBRE n°9

a rendre le 26/01/2023

Notations : Dans tout le probléme, on considére les notations suivantes :
e Soitn € N, n > 2. On note (.#,,1(R), (.|.)) I'espace euclidien des matrices a n lignes et une colonne et
a coefficients réels muni de son produit scalaire canonique défini par :

VXY € M1 (R), (X|Y)='XY,

o1 X est la transposée de X.
e On note ||.|| la norme associée a ce produit scalaire.
o /,(R) désigne I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n et a coefficients réels.
Z1
e Un vecteur (x1, %2, ..., 5,) de R" est identifié a 'élément X = [ : [ de .#,1(R).
Tn
e On note par # = { e, €9, ..., €, } la base canonique de R".
e Pour A € .#,(R), on note ‘A la matrice la transposée de A et sp(A) 'ensemble des valeurs propres
réelles de A.
e [,, désigne la matrice identité de ., (R).

Soit A = (a;j)1<ij<n € An(R) une matrice symétrique non nulle vérifiant :

aij € {0,1},V(i,5) € {1,2,..,n}? eta;; = 0,Vi € {1,2,...,n}.
n
Onpose:Vie {1,2,...,n},d; = ;aij eta = 11%1%%1(@)
1 |1:1|
Pourtout X = | : | € #,1(R), ondéfinit: | X|=| : [etQ(X)="XAX.
T |Zn|

1. Montrer que A admet une base orthonormée de vecteurs propres de .7, 1(R). On désigne par
A1, A2, ...y Ay les valeurs propres réelles de A rangées par ordre croissant, c’est-a-dire A\ < Ay <
. < M. On note ¥ = {vy,v2,...,v,} la base orthonormée de vecteurs propres, ot pour tout

i € {1,2,...,n}, v; est le vecteur propre unitaire associé a la valeur propre \;.

n
2. Montrer qu’il existe k € {1,2,...,n} tel que Ay # 0. Calculer Z A; et en déduire que A\; < 0 < Ay,
i=1

3. Montrer que, pour tout X € .#, 1(R),ona:
MIIX[? < QX)) < Ml X1

4. Onnote S ={ X € #,1(R) | || X|| =1} la sphére unité de .4, 1 (R).
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4a. Montrer que S est un fermé borné de ., 1 (R).
4b. Montrer que () est continue sur .#, 1 (R). En déduire que () est bornée sur S et atteint ses bornes.

4c. Calculer Q(v1) et Q(vy,). En déduire que A\; = min Q(X) et A, = max Q(X).
Xes Xes

. Soit X € //n71(R).

5a. Montrer que |Q(X)| < «||X||? et en déduire que : \,, < o = max (d;).

1<i<n
5b. Comparer |Q(X)| et Q(|X|). En déduire que, pour tout i € {1,72,7...,71}, IAi] < A
0O 1 0 ... 0
1 0 1
. Soit A,, € A, (R), n > 2,la matrice définiepar: A, = | 1 . . o
: . .0 1
O ... 0 1 0

On note P, (\) = det(AI,, — A,) le polyndme caractéristique de la matrice A,,.
6a. Etablir que pour tout A € Retn > 2: Pyio(N\) = APy1(N\) — Po(N).

En déduire que : pour tout n > 2, P,,(2) =n + 1.

6b. Montrer que pour toute valeur propre p de A, ona: |u| < 2.
6¢. En déduire qu’il existe 0y €]0, [ tel que : 1 = 2 cos(6p).

sin((n + 1))

@) Déterminer alors : sp(A,,).

6d. Montrer que, pour tout 6 €]0, 7, P, (2 cos(0)) =

FIN DE L’EPREUVE
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