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MP — CPGE Mohammed VI-Kénitra

Année scolaire 22/23

Devoir libre n◦9

à rendre le 26/01/2023

Notations : Dans tout le problème, on considère les notations suivantes :

• Soit n ∈ N, n ≥ 2. On note (Mn,1(R), (.|.)) l’espace euclidien des matrices à n lignes et une colonne et

à coe�cients réels muni de son produit scalaire canonique dé�ni par :

∀X,Y ∈Mn,1(R), (X|Y ) = tXY ,

où
tX est la transposée de X .

• On note ‖.‖ la norme associée à ce produit scalaire.

•Mn(R) désigne l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n et à coe�cients réels.

• Un vecteur (x1, x2, ..., xn) de Rn
est identi�é à l’élément X =

x1...
xn

 de Mn,1(R).

• On note par B = { e1, e2, ..., en } la base canonique de Rn
.

• Pour A ∈Mn(R), on note
tA la matrice la transposée de A et sp(A) l’ensemble des valeurs propres

réelles de A.

• In désigne la matrice identité de Mn(R).

Soit A = (aij)1≤i,j≤n ∈Mn(R) une matrice symétrique non nulle véri�ant :

aij ∈ {0, 1}, ∀(i, j) ∈ {1, 2, ..., n}2 et aii = 0, ∀i ∈ {1, 2, ..., n}.

On pose : ∀i ∈ {1, 2, ..., n}, di =
n∑

j=1

aij et α = max
1≤i≤n

(di)

Pour tout X =

x1...
xn

 ∈Mn,1(R), on dé�nit : |X| =

|x1|.
.
.

|xn|

 et Q(X) = tXAX .

1. Montrer que A admet une base orthonormée de vecteurs propres de Mn,1(R). On désigne par

λ1, λ2, ..., λn les valeurs propres réelles de A rangées par ordre croissant, c’est-à-dire λ1 ≤ λ2 ≤
... ≤ λn. On note C = {v1, v2, ..., vn} la base orthonormée de vecteurs propres, où pour tout

i ∈ {1, 2, ..., n}, vi est le vecteur propre unitaire associé à la valeur propre λi.

2. Montrer qu’il existe k ∈ {1, 2, ..., n} tel que λk 6= 0. Calculer

n∑
i=1

λi et en déduire que λ1 < 0 < λn.

3. Montrer que, pour tout X ∈Mn,1(R), on a :

λ1‖X‖2 ≤ Q(X) ≤ λn‖X‖2.

4. On note S = {X ∈Mn,1(R) | ‖X‖ = 1 } la sphère unité de Mn,1(R).
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4a. Montrer que S est un fermé borné de Mn,1(R).
4b. Montrer que Q est continue sur Mn,1(R). En déduire que Q est bornée sur S et atteint ses bornes.

4c. Calculer Q(v1) et Q(vn). En déduire que λ1 = min
X∈S

Q(X) et λn = max
X∈S

Q(X).

5. Soit X ∈Mn,1(R).
5a. Montrer que |Q(X)| ≤ α‖X‖2 et en déduire que : λn ≤ α = max

1≤i≤n
(di).

5b. Comparer |Q(X)| et Q(|X|). En déduire que, pour tout i ∈ {1, 2, ..., n}, |λi| ≤ λn.

6. Soit An ∈Mn(R), n ≥ 2, la matrice dé�nie par : An =



0 1 0 . . . 0

1 0 1
.
.
.

.

.

.

0 1
.
.
.

.
.
. 0

.

.

.

.
.
.

.
.
. 0 1

0 . . . 0 1 0


On note Pn(λ) = det(λIn −An) le polynôme caractéristique de la matrice An.

6a. Établir que pour tout λ ∈ R et n ≥ 2 : Pn+2(λ) = λPn+1(λ)− Pn(λ).

En déduire que : pour tout n ≥ 2, Pn(2) = n+ 1.

6b. Montrer que pour toute valeur propre µ de An, on a : |µ| < 2.

6c. En déduire qu’il existe θ0 ∈]0, π[ tel que : µ = 2 cos(θ0).

6d. Montrer que, pour tout θ ∈]0, π[, Pn(2 cos(θ)) =
sin((n+ 1)θ)

sin(θ)
. Déterminer alors : sp(An).

Fin de l’épreuve
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