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DEVOIR LIBRE 11°10
a rendre le 10/02/2023

Exercice 1: On note a, le nombre de n-uplet d’entiers (k1, k2, ..., k. ) valant 0, 1 ou 2 tels que k1 + k2 + ... + kn = n.On
pose ag = 1.

1.
2.

z
Exercice 2: On consideére la fonction f : x — /
0

1.

. Montrer que Vn € N*, a1 =

Calculer a1, as et as.

Montrer que a, est le coefficient de X™ dans le polynéme P(X) = (1 + X + X*)".

27 . )
. Montrer que a,, = i/ p(ezt)eﬂntdt.
21 Jo
. 1 [? . 1 [ .
- En déduire que ar = 7 - (14 2cost)"dt = — (1+ 2cost)™dt.
2 J, T/

-1 1 >
. Pourz € [?, g} ,on pose: A(x) = nZ::l anx™.

Montrer que :

1 [7 1
Alw) = ;/0 1fx(1+2cost)dt

t
. En utilisant le changement de variable © = tan 5 montrer que :

voe |3 A = =t
373 (1—=3x)(1+x)
En déduire que
Vo € {%1 ﬂ , (1= 22 = 32%) A () = (1 + 32) A(2).
2n+1 3n

nrl

an—1.

dt

V1= zsin®(t)

Déterminer I’ensemble D des réels x pour lesquels 'intégrale définissant f(z) existe.
Examiner en particulier 'existence de f(1).

. Montrer que f est de classe €* sur D. et expliciter ses dérivées f’ et f”.

. Montrer qu'’il existe une suite de nombres réels (a, )nen telle que :

vz el - 1,1, f(z)= ianmn.
n=0

™

2
Exprimer a,,, en fonction de 'intégrale w,, = / sin’™ tdt.
0

. On considere I’équation différentielle

1
(B) (2 —a)y” + (20— 1)y’ + 7y =0.

4a. Déterminer les solutions de (E) qui sont développables en série entiére au voisinage de zéro.
Préciser le rayon de convergence des séries entiéres obtenues .

0 |: sin(t) cos(t)

4b. Calculer — . puis établir que f est solution de (E) sur | — oo, 1[. En déduire que pour tout entier
Ot | 4(1 — xsint)

Njw

(2n)!

T
naturel n,ona: w, = W 3
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5. Montrer que la fonction g :  — g(z) = f(1 — z) est solution de (E) sur ]0, +-oc0|.
Vérifier que la famille (f, g) est libre, puis en déduire toutes les solutions de (E) sur |0, 1].

FIN DE L’EPREUVE
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