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PrROBLEME ( sur les normes de R[X])

Exercice On considére I'espace vectoriel £ = R[X]. Pour toute suite u = (uy)ren & valeurs
réelles positives on pose

N, : E — R
P:Zaka — Zuk|akl
keN keN
deg(P)

( ces sommes sont a support fini et peuvent s’écrire aussi E , elles ne posent aucun probleme
k=0
de convergence)

1. Montrer que pour toute suite u a valeurs strictement positives, NV, est une norme.

2. Soit u,v deux suites a valeurs strictement positives. Montrer qu’il existe une constante
C € R} telle que N,, < CN, si et seulement si u,, = O(v,).
En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que la norme /N, soit équivalente a la
norme N,,.
On considere de plus la norme

N : R
sup |P(t)]

te(0,1]

E —
P -

On note e la suite constante égale a 1.

3. 3a. Déterminer une constante K € R telle que N < K N.,.

3b. Les normes N et NV, sont-elles équivalentes?

4. Soitd € Netay, ..., aqy; des éléments deux a deux distincts de [0, 1]

4a. Déterminer des polyndémes L, ..., L4, 1 de Ry[X] tels que pour tout polyndme P €
d+1

Ry[X], P = Z P(a;)L;.

4b. En déduire, sans admettre ’équivalence de toutes les normes sur un espace vectoriel de
dimension finie, que les restrictions de N, et N a R;[X| sont équivalentes.

FIN DE L’EPREUVE
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