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DEVOIR LIBRE 1°10

a rendre le 02/01/2024

Notations : Etant donné un intervalle I de R, une application g de / dans R et un entier k > 0,
on dit g est de classe € sur I lorsque g est k fois dérivable sur I et que la dérivée k-éme de g
est continue sur /.

1. 1a. Montrer que, pour tout x €]0, 7| et toutn € N

sin(2n + 1)z

. :1+2COSQZE+....+QCOS2HZE:1+22COS2]€$.
sinx

k=1

1b. En déduire la valeur de :

sin x

™ sin(2 1
/ sin(2n + )xdl‘.
0

1c. Montrer que, pour tout entier n > 0,

T .2 & 2 1 2
/ z*sin(2n + )xdx
0

n
T 1
T sin x 3 k2
k=1

2. Démontrer, en effectuant une intégration par partie sur un intervalle fermé borné, que

I'intégrale impropre :
+o0 3
sin
/ dz
0 T

sin x

est convergente.

+o00
Dans la suite on notera : W = / dz. On n’essayera pas, dans cette question, de
0

T
calculer .

3. 3a. Soient b un réel positif et f une application de [0, b] dans R, de classe ¢ sur [0, b]. Pour
tout entier n, on pose :

b
In:/ f(x)sinnxdz.
0

Montrer que la suite (1,),en converge vers 0.

3b. On considére une application g de [0, b] dans R, de classe € sur [0, b], et on définit
I'application f sur [0, b] en posant :

g(x) —g(0)
fay=4 — = si x#0 .

- x

g'(0) si x=0

Montrer que f est de classe 4 sur [0, b].
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3c. On suppose toujours que g est de classe € sur [0, b] et on rappelle que

+00 o3
W / smxdm.
0

X

Pour tout entier n, on pose :

b .
K, :/ g(x)smmjdx
0 T

Montrer que la suite (K,),en converge vers W.g(0).

. Dans toute cette question, h est une application de [0, 7] dans R, de de classe € sur [0, 7].

4a. Montrer que :

[ n D g~ [ )+ i — ) E L

sin x sinx

4b. On définit la fonction g sur [O, g} en posant :

Montrer que g est de classe € sur [O, g .

4c. Pour tout entier n, on pose :

Lo— / h<x)81n(2n + 1)xd$.
0

sin

Montrer que la suite (L, ),en converge vers W.(h(0) 4 h(7)).

. 5a. En déduire la valeur de W'

=1
5b. En déduire la somme de la série Z —-
n

n=1
5¢. Calculer -
/ zt cos 2kxdx,
0
o0
. . 1 . 1
ou k est un entier et en déduire la somme de la série Z —
n

n=1

FIN DE L’EPREUVE
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