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DEVOIR LIBRE 1n°2

a rendre le 30/09/2025

Exercice 1

Pour tout x € 7Z, on appelle classe de x, notée 7, '’ensemble des entiers congrus a z modulo 7.
On appelle Z/77 'ensemble des classe d’équivalence modulo 7 et (Z/77)" I'ensemble des classes
d’équivalence modulo 7 différentes de 0.

On appelle groupe engendré = par 'ensemble des puissances de 7, c’est-a-dire { z* ’ keZ }
On appelle Us = { z € C | |z| =1 } I'ensemble des racines sixiéme de 1'unité.

1. 1a. Calculer 3" pour k € {0,1,2,3,4,5}.
1b. Déterminer 3" pour tout k£ € Z. On pourra utiliser la division euclidienne de % par 6.
2. Pour quelle raison ((Z/7z)", .) est-il un groupe ?

3. Montrer que le groupe engendré par 3 est égal a (Z/7z)".

0 (5’“) — B

4. Soit ( définie pour tout par

4a. Montrer ¢ que est bien définie.
4b. Montrer que ¢ est un morphisme de ((Z/7z)",.) sur (U, .).

4c. Déterminer le noyau de ¢ et en déduire que ¢ est un isomorphisme (morphisme bijectif)
de ((Z/72)",.) sur (U, .).

Exercice 2

Soient r et s les applications de C dans lui-méme définies comme suit :

r:C—)Cets:C%C
zZ = 1z z = Z

Dans tout Iexercice, on identifiera 'application f de C dans C, avec I'application du plan
complexe dans lui-méme, qui a un point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe f(z).

1. On note 75 et 73 les composées r?=roretr® =roror. Interpréter comme transformations

géométriques du plan complexe les applications r, 72,73, s,s 0o, s o r? et s 0 1>
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. Montrer que {e, s,r

. On note e 'application identité du plan complexe. Montrer que ’ensemble,

{6,7’,7”2,7”3,878OT,SOTQ,SOTS}

muni de la composition des applications est un groupe, dont on donnera la table de composi-
tion. Il sera noté G.

. Montrer que {e,7°}, {e, s}, {e,sor}, {e,s0r?}, {e, s or®}, sont des sous-groupes de G,

tous isomorphes a Z /7.

% 5 07r?} est un sous-groupe de G, isomorphe & Z /o7 X 7 /7.

. Montrer que {e, r, 7% 1%} est un sous-groupe de G, isomorphe a Z/ 7.

. On note:

A; le point du plan complexe d’affixe 1 + ¢,

Ay le point du plan complexe d’affixe —1 + ¢,

Ajz le point du plan complexe d’affixe —1 — 1,

Ay le point du plan complexe d’affixe 1 — i.

Vérifier que chaque élément du groupe G laisse invariant 'ensemble { A, Ay, A3, Ay}

. Etant donné un élément f du groupe G, on lui associe la permutation ¢(f) de {1,2, 3,4}

définie par :

Vi, j € {1727374}’ QO(f)(Z) - (]) And f(Az) = Aj'

On définit ainsi une application ¢ de GG dans .%;. Montrer que ¢ est un morphisme de groupes.

. Ecrire en extension I'image par ¢ de chacun des éléments de G.

. Soit H I'image de G par ¢. Montrer que H est un sous-groupe de .#}, isomorphe a G.

FIN DE L’EPREUVE
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