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Exercice 1

1. s1, S, ..., 5, sont n nombres complexes tels s; # s, pour ¢ # j. uy, ug, ..., U, sont n nombres

complexes.
Démontrer que s’il existe un polynéme P une indéterminée, de degré au plus égal n — 1 et
vérifiant les égalités

P(s1) = uy, P(s2) = ug, ..., P(s,) = uy (1)

alors ce polynome est unique.
Considérant la décomposition en éléments simples de la fraction

P(z)
R(z) = (2)
(2) (2 —s1)(s— s2)...(z — 85)
établir I'existence de P et le déterminer en fonction de sq, So, ..., S,, et de uq, uo, ..., Uy,.

Déterminer une condition sur les u; et les s; pour que le polynome soit de degré effectif n — 1.

. M1,Ng, ..., N sont k entiers tels que ny + ny + ... + nx = n. Soient n nombres complexes

0
Uz 5
51, S2, ..., S sont k nombres complexes tels que s; # s; pour i # j. Démontrer que s’il
existe un polynéme P a une indéterminée, de degré au plus égal a n — 1 et vérifiant, pour

1=1,2,..., k,les égalités
P(s;) = u?, PY(s;) = ul, ..., PV (s;) = o (3)

(2

1 n;—1 .
Upy.,u ,out =12 .. k.

(2

ou PV, p@  pMi=L désignent les dérivées successives de P jusqu’a Pordre n; — 1, alors
ce polyndme est unique.

. On se place dans le cas particulier ou n; = 2, ny = 1. 57 étant différent de so, démontrer qu’il

existe un polynéome P, du second degré au plus, vérifiant :

P(s1) = u?, PY(sy) = ul, P(sy) = ul (4)

. On se place a nouveau dans les hypotheses du 2. On rappelle dans ces conditions, que si P

existe, alors il existe également n constantes complexes A telles que :

P(z) B A
(z —s1)™ (2 — s9)"2...(2 — zp)™ o Z (Z (z — sj_)’“> (5)

j=1 \r=1
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4a. Montrer qu’il existe n polynoémes (), a une indéterminée tels que
J?

P(z)=7) (Z A§Qj,r(2)> : (6)

j=1 \r=1
4b. lel désignant la dérivée d’ordre [ de ();,, on pose par convention ng,) = Qj, et
PO =p.
Pour 0 <[ < n; — 1, montrer que Qg.?l]__l(sj) # 0 et que
PO(s;) = ATQL), (s0) + AP Qi a(s0) + o+ AFTQI i (5) (7)

En déduire qu’il existe bien un polyndéme P de degré au plus égal a n — 1 qui satisfait aux
hypotheéses du 2.

Exercice 2

On note . I'espace vectoriel des suites de nombres réels. Soit p € N* fixé. On note .7, =
{ (un)nen € & | Vn € N, up4p = u, } (Iensemble de suites de période p ).
Montrer que .¥, est un sous-espace vectoriel de . et que dimg (.%,) = p

FIN DE L’EPREUVE
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