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DEVOIR LIBRE n°6

a rendre le 05/12/2024

Probléeme 1
Question préliminaire : Soient «v et 5 deux réels strictement positifs. Vérifier que :
14+a)(1+5)>1+a+p).

Soient (uy, )nen+ €t (v )nen+ deux suites de réels strictement positifs.

T 1 —v; O
On pose A = w1 ] Ay = 161 u12 —12)2 et, pour toutn > 3:

1 —v; 0 0 - - 0
w 1 —vy 0 e -er 0
0 1w 1 —vy - -0
A = )
0

e .. ., e, —,
0 oo e e 0w, 1

et on note pour tout n € N*, a,, = u,v,.
1. Calculer A; et A,.

2. Démontrer que :

Vin > 3, An = An—l + anAn—2~

3. Prouver que la suite (A,,),en+ est croissante.

4. Soit n € N*. Montrer que :
VneN*, A,< H(l + ag).
k=1

On pourra utiliser un raisonnement par récurrence sur ’entier naturel n.
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n n
5. Pour toutn € N*, onnote P,, = H(l +ag), S, = Z In(1 + ay) et on suppose dans cette
k=1 k=1

question que la série Z a, converge.
n>1
a) Prouver que la suite (P, ),en+ converge.
b) Que peut-on en déduire pour la suite (A,,),en+ ?
6. On suppose maintenant que la suite (A,,),cn+ converge.
a) Vérifier que :Vn € N*, A, > 1.
b) Pour toutn € N*, n > 2, onpose t, = A,, — A, _;. Etudier la nature de la série : Z th.

n>2

c) Prouver alors que la série Z a, converge.
n>1
7. Quel résultat a-t-on finalement établi ?

Probléme 2

Pour toute matrice A € .#5(C), on pose, lorsque cela est possible,

=) s CDE
=2 g I

n=0

1 1
Pour tout z € C, on pose s(z) = f[exp(iz) —exp(—iz)] etc(z) = ?[exp(iz) + exp(—iz)] ou
i i

i vérifie i* = —1.
1. a) Vérifier que pour tout z € C,ona: s(z) =

n=0

b) Déterminer une formule analogue pour ¢(z), z € C.
2. Si A = 1, avec v € C, déterminer p(A).

3. On suppose que A posséde deux valeurs propres distinctes « et 3.
a 0

a) Justifier I'existence d’une matrice P € GLy(C) telle que : D = ( 0 8

) = P'AP.
b) Déterminer (D) puis p(A) a’aide de la matrice P.

4. On suppose que les valeurs propres de A sont égales: 5 = «.
a) Justifier 'existence d’une matrice () € GLy(C) et d’'un nombre complexe y tels que

_ (Y YY) _ H-1
(3 %) - aa
b) Calculer 7" pour tout n € N.
¢) En déduire ¢(A) a l’aide de la matrice Q.

5. Justifier I'existence de ¢(A) pour toute matrice A de .#5(C).

6. Existe-t-il une matrice de .#5(C) telle que 'on ait : p(X) = (é 20124> ?

FIN DE L’EPREUVE
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