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DEVOIR LIBRE n°9

a rendre le 17/02/2025

Le but de ce probléme est de définir et d’étudier, de différentes maniéres, la constante v d’Euler.
Les cinq parties proposées sont, dans une large mesure, indépendantes les unes des autres.

Partie : I
On définit une application f de |0, +00[ dans R par f(n) = e “In(x) (In désigne le logarithme
népérien ).

1.1 Montrer que f est indéfiniment dérivable. Etudier le signe de g(z) = €” f”(x). Dresser le
tableau de variation de f. On notera x; et 25 les réels tels que f'(x1) = 0 et f”(z3) = 0.

1.2 Donner une valeur approchée 4 10~2 prés de z; et f(x3) = 0, en indiquant la méthode et le
moyen de calcul utilisés.

1.3 Tracer la représentation graphique de f.

Partie : 11

On définit deux suites (uy,),>1, €t (Vp)n>1 par :

"1
U, = —1In(n) + Z — et v, = Upy1 — Up.
p=1p

2.1 Donner un équivalent simple de v,,, pour n infini, et prouver que la série E v, converge,
n>1
en déduire que la suite (u,),>1 converge aussi. On notera + la limite de la suite (u,),>1.
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2.2 Prouver que :

IN

2.3 En déduire que :

S
_2 n NOO n’
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2.4 Soient (ay)nen et (by)nen deux suites de réels strictement positifs tel que :

®a, -~ bna (1)
n—-+oo
e la série g a, ndiverge. (2)
neN
Démontrer que :
+oo +oo
a, ~ g b,.
Z p n—+o0o P
p=n p=n

( On pourra poser b, = a,(1 + ¢,) avec ligrn ep = 0 et prouver que :
p——o00

(o)

li ——| =0.
> ap
p=n
s : . 1
2.5 Déduire des questions précédentes que : u,, —y ~ —.
n—-+4oo 2n
2.6 On définit deux suites (z,,),>2 et (Y, )n>2 par :
n—1 1
r, = —In(n)+—+ — et Y, = Tpa1 — Tp-
( ) m p; P Y +1

En s’inspirant du raisonnement utilisé pour les suites (u,, ),>1 et (v, ),>1, trouver un équivalent
de x,, — 7y pour n infini.

Pour n entier supérieur ou égal a 2, on pose :

o, ,
Prouver que v = 2z, + — avec lim «, =0.
2
n n—-+o00

2.7 Calculer 4 10~ prés une valeur approchée de z.

Partie : 111

—+o0o 1 “+oo
Onpose: [ = / ft)dt, J = / ft)dt, K = f(t)dt, f étant définie en partie 1.
0 0

1
3.1 Justifier 'existence de J.

¢ dt.

1
3.2 Par une intégration par parties, montrer que J = /
0

3.3 Justifier 'existence de K.
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3.4 Par une intégration par parties, montrer que K = / —dt

3.5 Justifier existence de [ et la relation [ = J + K.

Partie : IV

4.1 Prouver que:Vx > —1,In(1 +z) <z

t n
4.2 En déduire que : Vn € N*,Vt < n, (1 — —) <e
n

1
4.3 Prouver que Vx € [——, O} ,r—2* <In(1+ ).

2
s . ny e t\"
4.4 Endedulreque:VneN,‘v’tG[0,5] e < 1——].
n
2
4.5 Montrer que : Vn € N*,Vt € R, 1 — — < e” ». En déduire que

4.6 Prouver que

VneN, n>4, Vtel0,n], e’ (1——) < (1——) <e

Partie: V

Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

1 o\ n _t\"
Jn_/ wdm[(n_/ =",
0 t 0 t

5.1 Justifier 'existence de J, et de K.

5.2 Montrer que :

n 1_3"_1 n 1_L” n
Lo [ O,
0 t 1 t 1t

n—

5.3 Prouver que :

1
1—
(u— l—u

=0

Vn € N*, Yu € R,

3

5.4 Montrer que : J, + K,, = Z_:_

(uy, est défini en partie 2 ).
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Partie : VI
6.1 Démontrer que :

1 !
‘v’nEN,nZZl,OSJ—JnS—/ te”'dt,etque: lim J, = .J.
0

n n—-+oo

6.2 Montrer que :

Vn € N, n > 4, —dt — — te'dt < K, < —dt.

En déduire que lim K, = K.

n—-4o0o

6.3 Déduire des questions et parties précédentes que :

+00
/ e 'In(t)dt = —.
0

1 —t -
1— —
/ l-e—et
0 t

FIN DE L’EPREUVE

6.4 Calculer :

o=
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