DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES MP2

Devoir libre n°3
drendrele14/11/11
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Probleme : Dans tout le probleme, n est un entier strictement supérieur a 1 donné. On se
donne n nombres réels strictement positifs (\;)1<i<, Vérifiant \; > Ay > ..A,,.

PREMIERE PARTIE

1. (a) En étudiant les nombres ¢, définis par :

k
1
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montrer qu’il exister € N, 1 <7 <n tel que:
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—pour1<k<rona1t)\—<E<1+Z)\>

k =1

— pour les valeurs de k, s’il en existe, telles que r < k < n, on a1t
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(b) Montrer que, sir < n, alors A\,11 < A,.
2. Pour k € Ntel que 1 < k < n, onpose:

@)M:%G+;%>H&

j=1
On veut montrer que, pour 1 <k <r,ona:

(3) Mk+1 > Mk

1
(a) Montrer que pour toutt > 0,t # = ona:

1 k+1
(1 -+t > kt (1 + E) .

i -1
. My 1 . 1

b) E 1 t fonction de k et de z = E — 1 .

(b) Exprimer le rappor 7. enfonctionde ketdex = i ( 2. " )

1
Montrerquepourl§k:<rona:0<:)3<E.

(c) En déduire I'inégalité (3) cherchée.
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DEUXIEME PARTIE

L’espace euclidien R" étant muni de sa base canonique, on désigne par p le point de coordon-
nées (pi, pa, ..., Pn). Soit D et A les parties de R" définies par :

D={peR"/p;>0i=1..net Y p<l}
i=1

et
A={peR"/peD ethZ-: 1}
i=1
Soit ¢ I'application de D dans R définie par :

n

e(p) = H(l + Aipi)

i=1
On veut résoudre le probleme :
(P) : Trouver le maximum de ¢ sur D.

1. Montrer que D est fermé borné dans R" et que ¢ est continue sur D. En déduire qu’il
existe p* € D tel que p(p) < p(p*) pour tout p € D.

2. Montrer que p* € A.

3. On définit I'application ¢ : D — R par:

Y(p) = — In[p(p)]

Montrer que ¢ est strictement convexe sur D, ¢’est-a-dire :

Vp1 € D,Vpy € D, py # pa, Yo €]0, 1, ¢h(ap1 + (1 — a)pa) < atp(p1) + (1 — )b(pa)-

( on pourra utiliser la convexité stricte de la fonction : + — —1In(1 4+ Az) pour z > 0 et
A>0)

4. En déduire que 1 est strictement convexe sur A, puis montrer 1'unicité de p* dont on
désignera dans suite les coordonnées par p7, ps, ..., p;,.

5. (a) Pour 1 <i < j < n, montrer que, si \; = A, alors p; = p}, et que, si \; > \;, alors
p; > ;-
(b) Soit k le plus grand entier tel que p; > 0, de telle sorte que p; > p; > ... > pj et
Ppy1 = - =0, =0.
Montrer que les nombres p! (i = 1, ..., k) sont déterminés par le systéme :
a0 , . a0 , . a0 , .
(4) 8—]91(p1’ e D) = 8—p2(p1’ s PR) = = 8—pk(p1’ ooy Dk)

pi+ps+ . +pp=1
oul’on POSé : 9(p17p27 7pk) = ,lvb(plvp% -+ Pk 07 Y O)
(utiliser le théoreme du multiplicateur de Lagrange )

6. Résoudre le systéme (4). Montrer que, si r est I’entier définie dans la premiere partie 1),
onal <k <retque p(p*) est]'un des nombres M;, My, ..., M, définis par (2).

7. En déduire la solution du probleme (P).

FIN DE L'EPREUVE
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