DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES MP2

Devoir libre n°7
a rendre le 06/02/2012

Dans tout le probleme I désigne l'intervalle |0, +o0].
y—x
Y r = oz
2. S0it (an)nen et (en)nen deux suites de nombres réels telles que, pour tout n, on ait :

1. Soientz e I,ye I, x ;«féy.Mon’frerque:ﬂ < m? <

0 < Gp41 — An < En — En+1-

On suppose que les ¢, sont positifs et que la suite (&,,)nen tend vers 0 lorsque n tend vers +oco. Montrer que
la suite (an)nen est convergente.
3. Montrer que les résultats de la question précédente s’appliquent dans les cas :

=~ 1 1
(a) an:;ﬁetsnzﬁ.
—~ 1 1
b) an, =Inn — —ete, = —.
(b) a nn kz_kes -
4. Pour tout z € I et pour tout n > 1, on pose :
n’n!

fa(x) =1n z(z+1)...(z+n)

En exprimant f,, (z) sous forme de somme, étudier les propriétés de la fonction f,, définie sur I : continuité,
dérivabilité, convexité, limites aux bornes du domaine de définition, directions asymtotiques et asymptotes
éventuelles, croissance. ( on ne cherchera pas a déterminer les coordonnées des extréma et on distinguera les
casn=1letn>1).

x(x+1)

5. Pour tout z € I et pour tout n > 1, on pose €, = . Montrer, en utilisant la premiere question, que

pour tout x € I et pour toutn > 1,ona:
0< fn-i—l(x) - fn(‘r) <ép— En+1-

6. Déduire des questions précédentes que pour tout z € I fixé, la suite des nombres réels (f,,(x))n,nny admet
une limite. On désignera cette limite par f(z).
On se propose d’étudier les propriétés de la fonction f définie sur I, qui a z associe f(x).

7. Pour tout x € I et pour tout n > 1, on pose :

gn(z) = fulz +1) = fulz).
Montrer que pour tout x dans I fixé, la suite (g,,(x))nen converge vers In z. En déduire la valeur de
flz+1) = f(2).

8. Montrer que f(1) = 0. En déduire la valeur de f(n) pour tout n entier naturel supérieur a 1.
9. Montrer que f vérifie les propriétés suivantes :

(a) f estconvexe.

(b) lim f(z) = +oo.

z—0

(@ lim_f(z)=+oo.

(d) lim @)
r—+oo T
(e) f(z) <O0si, et seulementsi, x € [1,2].
10. Soit T la fonction définie par T'(z) = e/(*). Montrer que la fonction T vérifie les propriétés suivantes :
(@) Pourtoutz € I, T'(x + 1) = aT'(z).
(b) T'(1) =1.
(c) T est convexe.
En déduire la valeur de I'(n) pour tout n > 1.

= +400.
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