
DEVOIR LIBRE DE MATHÉMATIQUES-MP1

Devoir libre n◦1
à rendre le 23/09/2013

• • • • • • • • •

• Soit E un espace vectoriel sur R. Si (a, b) ∈ E2, on appelle segment d’extrémités a et b,
et on note [a, b], l’ensemble des vecteurs ta + (1− t)b lorsque t décrit [0, 1].

• Une partie A de E est dite convexe si ∀(a, b) ∈ A2, [a, b] ⊂ A.
• Soit A une partie convexe de E, a un élément de A. On dit que a est extrémal dans A si

la partie A\{a} est convexe. On note E (A) l’ensemble des éléments extrémaux de A.

1. Soit A une partie convexe de E, a un élément de A. Soit Pa l’énoncé :

∀(a1, a2) ∈ A2, a =
1

2
(a1 + a2) ⇒ a1 = a2

(a) Montrer que a ∈ E (A) ⇒ Pa.
(b) Montrer que a /∈ E (A) ⇒ ∃(a1, a2) ∈ A2, a1 6= a2 et ∃t ∈]0, 1[ tel que a = ta1+(1−

t)a2.
(c) En déduire l’équivalence : a ∈ E (A) ⇔ Pa.

2. Soit ρ une norme sur E. Bρ = {x ∈ E/ρ(x) ≤ 1} désigne la boule unité fermée de (E, ρ)
et Sρ = {x ∈ E/ρ(x) = 1} la sphère unité.

(a) Montrer que Bρ est convexe.
(b) Montrer que E (Bρ) ⊂ Sρ.

(c) Soient (a1, a2) ∈ Bρ distincts. Montrer que, si a =
1

2
(a1 + a2) appartient à Sρ, alors

a1 ∈ Sρ et a2 ∈ Sρ. En déduire l’équivalence :

E (Bρ) 6= Sρ ⇐⇒ ∃(a, b) ∈ S2

ρ , a 6= b, tels que [a, b] ⊂ Sρ.

(d) Donner un exemple simple où E (Bρ) 6= Sρ ( on pourra considérer E = R
2 muni

d’une norme convenable ).
3. Dans cette question, E = R

n ( n ∈ N
∗ ). E est muni de la norme euclidienne canonique

définie par :

‖(x1, x2, ..., xn)‖2 =

(

n
∑

i=1

x2

i

)
1

2

.

C désigne une partie convexe de R
n, fermée, bornée, d’intérieur non vide, et symé-

trique ( c’est-à-dire ∀x ∈ C, −x ∈ C ).
(a) Montrer que C est un voisinage de 0.
(b) Soit x ∈ R

n. Déduire de la question précédente que l’ensemble {λ ∈ R
+
∗
/x ∈ λC}

n’est pas vide ( λC désignant l’ensemble {λc/c ∈ C} ).
On pose alors, pour tout x ∈ R

n, jC(x) = inf{λ ∈ R
+
∗
/x ∈ λC}.

(c) Montrer que jC est une norme sur Rn.

(d) On note BjC = {x ∈ R
n/jC(x) ≤ 1}. Montrer que

_̊

BjC ⊂ C ⊂ BjC . En déduire que
BjC = C.
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