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Exercice 1 On pose Z[iv/3] = {a + ibv/3/(a,b) € Z x Z}.
1. Montrer que Z[iv/3] est un anneau.
2. Pour z = a + ibv/3 on pose N(z) = a® + 3b?, montrer que :
(a) N(zy) = N(z)N(y) pour tout (z,y) € Z[iv/3] x Z[i/3].

(b) z estinversible dans Z[iv/3] si, et seulement si, N(z) = 1, en déduire tous les éléments
inversibles de Z[iv/3].

(c) N(z) est différent de 2 pour tout = de Z[iv/3].
3. Pour tout z de {1 +iv/3,1 — i1/3,2} montrer que :

x = yz entraine y est inversible ou z est inversible.

Exercice 2 Recherche des idéaux de quelques anneaux classiques.

1. Soit G un groupe additif de 'anneau Z/,,; des entiers modulo n ol1 n est un entier supé-
rieure ou égal a 2.

(a) Montrer qu'il existe un diviseur p de n tel que G soit le sous-groupe engendré par la
classe de p.

(b) Montrer que G est unidéal de Z/,z.

2. Soit p un entier premier donné. Considérons Z, I'ensemble des nombres rationnels % tels
que n ne soit pas multiple de p.
(a) Vérifier que I'ensemble Z, muni des lois usuelles est un anneau.
(b) Soit G un idéal de Z,. Prouver qu’il existe un entier » > 0 tel que G N Z = rZ, et en
déduire que G = 1Z,.

Exercice 3 Soit K une partie de R? contenant 0 dans son intérieur. Pour = € R%, on pose
. . xr
Jr(x) = mf{a >0/— € K}.
(6%

1. Justifier la définition, et montrer qu'on a jx(Ax) = Ajx(z) pour tout A > 0.
2. On suppose que K est borné. Montrer que jx(z) = 0 si et seulement si z = 0.
3. Montrer que si K est convexe, alors jx(z + y) < jx(z) + jix(y) pour tous z,y € R%
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4. On suppose que K est compact, convexe et symétrique par rapport a 0.
Montrer que jx est une norme sur R?, et que K est la boule unité fermée de la norme j-.

(Commencer par montrer que si £ € K et § € K, alors
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