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CALCUL DE L’INTÉGRALE

∫ +∞

0

dt

1 + tα

Soit α ∈ R, α > 1. On note β =
1

α
. Soit u(α) défini par : u(α) =

∫ +∞

0

dt

1 + tα
. Pour tout θ ∈]− π, π[

et pour n ≥ 1 on pose :

φ(θ) =

∫ +∞

0

xθ−1

1 + xeiθ
dx et φn(θ) =

∫ n

1
n

xθ−1

1 + xeiθ
dx.

1. (a) Vérifier que φ est bien définie sur I . Exprimer φ(0) en fonction de u(α).

(b) Démontrer que la fonction φn est définie et continument dérivable sur I .

(c) Montrer que φ est de classe C 1 sur I .

(d) Trouver à l’aide des résultats précédents une équation différentielles du premier ordre
vérifiée par φ. En déduire l’expression de φ(θ) en fonction de ∀, θ et u(α).

2. Démontrer que αu(α) sin(βθ) s’exprime en fonction de L(θ) avec :

L(θ) =

∫ +∞

0

xβ sin θ

1 + 2x cos θ + x2
dx

3. On prend θ ∈]0, π[.

(a) Calculer
∫ +∞

0

xβ sin θ

1 + 2x cos θ + x2
dx.

(b) Démontrer que αu(α) sin(βθ)− θ = sin θM(θ) avec :

M(θ) =

∫ 1

0

(1− xβ)2

xθ(1 + 2x cos θ + x2)
dx.

(c) Démontrer que cette dernière intégrale est encore définie pour θ = π.

(d) Déduire des résultats précédents :

|αu(α) sin(βθ)− θ| ≤ sin(θ)

1− β
.

(e) En déduire la valeur de u(α).
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