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Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la
rédaction seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre
et utiliser le résultat d" une question non résolue s'ils l'indiquent clairement sur la copie.

EXERCICE

Soit £ un espace vectoriel sur R de dimension 3. .Z(E) désigne l'ensemble des
endomorphismes de E. Idp désigne 'endomorphisme identique de .
Sife Z(E),onnote fO=1Idg, f'=fetfr=fofo..of, (n>2).

—_—

n fois

SiP=ay+aX+..+a,X"estun élément de R[.X]|, on définit 'endomorphisme P(f)
de E, en posant P(f) = apldg + a1 f + ... + a, f™.
Soit # = (e1, ez, €3) une base de E. Soit 'endomorphisme de E défini par :

fler) = e, fl(ea) =eset f(es) =e;.
1. Montrer que f* = Idp.
2. Onpose F = Ker (f — Idg), G = Ker (f*+ f + Idg). Montrer que E = F & G.
3. Soit A un réel, démonter que si Ker (f — M dg) est différent de {0}, alors A = 1.

4. Soit ¢ I'application de R[X| dans .Z(E), définie par :

pour tout P € R[X]. Montrer que :

a) ® est un homomorphisme d’espaces vectoriels et d’anneaux.

b) Im(®P) est un sous-espace vectoriel de dimension 3, engendré par {Id, f, f*}.
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c) Ker () est le sous-espace vectoriel engendré par le polyndme X?* — 1.
5. On considere les deux polynomes P(X) =X —let Q(X) = X?>+ X + 1.
a) Démontrer qu'il existe deux polynémes S(X) et T'(X) vérifiant la relation :
(1) PX)S(X)+QX)I'(X)=1.

Donner deux polynomes vérifiant (1).

b) En déduire I'existence deux endomorphismes U et V' de E vérifiant :
U+V=1Idg, UocV=VoU=0, U£0, V#0, U*>=U et V?=V.
¢) Montre que E =Im(U) & Im(V).

PROBLEME

On considére un espace vectoriel /, de dimension finie n > 2, sur le corps K
(K = R ou C). Z(E) désigne l'algebre des endomorphismes de E; si u,v €
Z(FE), 'endomorphisme composé u o v sera noté simplement wv, [u,v] désignera
I'endomorphisme uv — vu et l'identité se notera Idg.

Si u est un endomorphisme de E, on note Tr(u) la trace de u. 7 désigne I'ensemble des
endomorphismes de E de trace nulle.

Pour u € Z(F) on pose u’ = Idg etsi k € N,k > 2, u* = wu*~'. On rappelle qu'un
endomorphisme v est dit nilpotent s’il existe p € N* tel que u? = 0.

On définit 'application :

— Z(F)
(u,v) — [u,v]

et pour u € Z(F) l'application :

¢,: Z(E) — ZL(F)
v o— [u,v]

Pour (m, p) € N*2, on note .#,, ,(K) I'ensemble des matrices a coefficients dans K, a m
lignes et p colonnes. I, est la matrice identité d’ordre m. Enfin, §;; est le symbole de
Kroneker (on rappelle que 6;; = 1sii = jetd;; = 0sii # j).

A- Quelques propriétés de @,
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Montrer que 7 est un hyperplan de .Z(E).
Montrer que ® est une application bilinéaire antisymétrique.

Soit u € Z(F) un endomorphisme qui n’est pas une homothétie. Montrer que
Vect({Idg,u,...,u"*}) estinclus dans Ker @, et que dim (Ker (®,,)) > 2.

Montrer que I'image de @ est incluse dans 7 et que pour u € .Z(E), Im(®,) C 7.
Existe-t-il u,v € Z(FE) tels que [u, v] = Idg ? Peut-on avoir Im(®,) =T ?

Soit u € Z(F).

a) Montrer que u est une homothétie si, et seulement si, pour tout z € E, la
famille (z, u(x)) est liée.

b) En déduire que Ker ¢, = Z(F) si, et seulement si, u est une homothétie.
a) Soient u,v € Z(F); montrer par récurrence sur k que

()" (v) =Y _(~1)ChurPour,

p=0

b) En déduire que si u est nilpotent, alors ®,, I'est aussi.

B- Détermination de I'image de ®

Soit u un endomorphisme non nul de £ de trace nulle.

1.
2.

3.

u peut-il étre une homothétie ?
Montrer qu’il existe e; € E tel que la famille (e, u(eq)) soit libre.

En déduire I'existence d'une base (ey, e, . .., e,) de E telle que la matrice A de u
dans cette base soit de la forme :

0 'X

Y A

ou (X, Y) c %n—l,l(K) et A; € %n_l(K)
On suppose A; = UV — VU avec (U,V) € #,_1(K)?
a) Montrer qu’on peut trouver a € K tel que la matrice U —al,,_; soit inversible.

t
b) On pose U’ = (g 8) et V' = (g ‘1;%) avec (R,S) € M, _11(K)?*; établir

I’équivalence :

A=UV' = VU < ['X = —'R(U — al,_,)etY = (U — al,_1)S].
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5. Montrer alors par récurrence sur n que I'image de ® est égale a 7.

C- Détermination de Tr(®,)

Soit u un endomorphisme de E. Soient % = (ej,ez,...,€,) une base de E et A =
(a;;)1<ij<n la matrice de u dans cette base. Pour (i,7) € {1,2,...,n}? wu,;; désigne
I'endomorphisme de E tel que :

Vk € {1, 2, e ,’I’L}, um—(ek) = 5jke,-.
1. Rappeler pourquoi (u; ;)i<i j<n €st une base de Z(E).

2. Calculer, pour tout (i, j, k,1) € {1,2,...,n}* le produit u; ju;,; et montrer que I'on
a: . .
\V/(Z,]) € {]_, 2, ey n}2, q)u(um-) = Z akﬂ'UkJ — Z aj7kui,k .
k=1 k=1

3. En déduire Tr(®,).

FIN DE L EPREUVE

4/4 FIN
Devoir de Mathématiques



